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Ο Ευκλείδειος αλγόριθμος και άλλα τινά... 
από Ιωάννης Πλατάρος - Τρίτη. 27 Σεπτε ίου 2011. 11:11 ΜΜ 


Οι αρχαίοι Έλληνες, έλεγαν ότι ένας «αριθµός» (εννοούσαν πάντα ακέραιο) «καταμετρεῦ έναν άλλον, όταν 
χωρά ακέραιες φορές µέσα του. Δηλ. Το 1 καταµετρά το 10, αλλά καιτο 2 καταµετρά το 10 αλλά και το 5 
καταµετρά το 10. 


Μετά ετέθη το πρόβλημα, αν ένας αριθµός καταµετρά δύο άλλους δοθέντες. Ας πούμε, ότι έχουµε τους 
αριθμούς 256 κσι 120. Καιτοὺυς δύο τοὺς καταµετρά η µονάδα. Δηλ. το 1 χωράει στο 256 256 φορές καιτο 
1 χωράει στο 120. 120 φορές. 

Μέχρις εδώ τα πράγµατα βαίνουν καλώς... 

Μετά τίθεται το ερώτηµα «ποιος είναι ο πιο μεγάλος αριθµός που καταµετρά το 256 καιτο 120»Σε 
σύγχρονη μαθηματική γλώσσα, αυτό το λέμε «Να βρεθεί ο ΜΚΔ των αριθμών 256 και 120» Εδώ η μέθοδος 
εύρεσης του ΜΚΑΛ των δύο αριθμών, έγκειται στην εξής περιγραφή µε µη μαθηματική ορολογία: 
«Παίρνουμε τον μικρότερο, κοιτάµε πόσες φορές χὠρά στον µεγαλύτερο και τι περισσεύει. Μετά . αυτό που 
περισσεύει, βλέπουμε πόσες φορές χωρά στο μικρότερο (τον 120) καιτιπερισσεύει αυτή την φορά. Το νέο 
περισσευούµενο, πόσες φορές χωρά στο προηγούμενο περισσευούµενο και γράφουμε το νέο που 
περισσεύει....» 

Τα παραπάνω που τα περιγράφω λεκτικά, μοιάζουν µε Κινέζικα έτσι όπως τα γράφω, γι αυτό, χρειάζεται η 
Μαθηματική γλώσσα. να περιγράψει τον Αλγόριθµο (τί είναι αλήθεια αλγόριθµος;) Πώς το κάνατε στο 
Δημοτικό ή στην Α΄ Γυμνασίου; 
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Πώς περιγράφεται η παραπάνω διαδικασία; 


1) Γράφω τον μικρότερο κάτω από τον μικρότερο (το 120) κα ικάτω από τον μεγαλύτερο γράφω, ό,τι 
περισεύει αν κάνω την διαίρεση 256: 120 (Δηλ. το υπόλοιπο το 16) 

2) Γράφω τον μικρότερο από τους δύο κάτω απὀ τον μικρότερο (το 16) και δίπλα από το 16, γράφω, ό,τι 
περισσεύει (Ξτο υπόλοιπο) αν κάνω την διαίρεση 256:16ΚΑΙΟΥΤΩ ΚΑΘΕ ΕΞΗΣ, µέχρι να βρω 0 (να µην 
περισσεύει τίποτα) οπότε ΜΚΔ (256, 120)Ξδ8 Άρα: οπιο μεγάλος αριθµόςπου μετρά ΤΑΥΤΟΧΡΟΝΩΣ το 
256 καιτο 120 είναιτο δ. 


Τα παραπάνω, λεπτομερώς, περιγράφονται από την παρακάτω διαδικασία: (Χρησιμοποιώ την «ταυτότητα 
της Ευκλείδειας διαίρεσης)) 


256Ξ23120 -ΕΙό6 
120- 7316 -εδ 
162316 0 


Άρα Το «μέγιστο κοινό μέτρο (που λέγαν οι αρχαίοι) τῶν 256 κα ι120 είναι το δ» 


Μια τέτοια διαδικασία, µε ακεραίους όπου διαρκώς μειώνονται οι αριθµοί, τελειώνει σε πεπερασμένα 
βήματα (Εδώ σε τρία βήματα, έχουµε βρει τον ΜΚΛ, σε άλλες περιπτώσεις χρειαζόμαστε και άλλα, αλλά 
τελειώνει) (Υπάρχει αλγόριθμος που να τελειώνει σε άπειρα βήματα; Ποιά η γνώµη σας;) Τελικά, µετους 
ακεραίους, δεν έχουµε κανένα πρόβλημα, πάντα βρίσκουμε τον ΜΕΚΔ για δύο δεδοµένους ακεραίους (ή και 
περισσότερους) 


Στον Ευκλείδη, στα «Φτοιχεία» του Ευκλείδους και συγκεκριµένα στο βιβλίο 10. όταν η 
παραπάνω διαδικασία τελειώνει (στους ακεραίους πάντα 
περατώνεται!) λέμε ότι έχουν «ρητή σχέση» ''256 προς 120" Αν ὃεν 
τελειώνει. (συνεχίζει επ ΄ άπειρον) λέμε ότι έχουν τα δύο μεγέθη 
«άρρητη σχέση» 


Ὑπάρχουν μεγέθη µε άρρητη σχέση μεταξύ τους; 


Παίρνω δύο τυχαία ευθύγραμμα τµήµατα. Αυτά τα δύο τυχαία ευθύγραμμα τµήµατα έχουν ρητή σχέση ή 
άρρητη; (Ξτελειώνει γι αυτά ο αλγόριθµος του Ευκλείδη ή δεν τελειώνει;) 


Μα πώς γίνεται ο αλγόριθμος του Ευκλείδη µε δύο ευθύγραμμα 1τµήµατα α και β; 


α 








α-β 


Με το µάτι (ή και µε τον διαβήτη , βλέπω όὀτιτο α χωρά στοβ., | φορά κα ι περισσεύει το β-α (µετο µάτι 
όλα αυτά) 


Μετά, το β-α χωρά στο α µία φορά (ή μήπως δύο;) και περισσεύει; 
ΑΥΣΚΟΛΑΤΑΠΡΑΓΜΑΤΑΜΕ ΤΑ ΕΥΘΥΓΡΑΜΜΑ ΤΜΗΜΑΤΑ! 


Δεν μπορώ να το κάνω µετο µάτι! Παρ΄ότι όµως ὄνε βοηθά το µάτι , βοηθάει ο διαβήτης (κι αυτός µέχρι 
ενός σημείου!) 


Αν φτιάξω ένα ορθογώνιο και Ιισοσκελές τρίγὠνο µε κάθετη πλευρά την µονάδα, η υποτείνουσα θα είναι 
ρίζα2 (το σύμβολο δεν μπορώ να το γράψω σε αυτό το περιβάλλον!) Έχω 1 και "ρίζα2" Στους παραπάνω 
δύο αριθμούς μπορώ να κάνω τον Ευκλείδειο αλγόριθμο; Ας πούμε ότι µποράὀ . πώς θα ξέρω αν τελειώνει ή 
δεν τελειώνει; 


Φτιάξετε ένα αρκετά µεγάλο σχήµα µε κανόνα και διαβήτη (σωστό σχήμα) ενός ορθογώνίου και 
ισοσκελούς τριγώνου Η κάθε µία απὀ κάθε κάθετη, θεωρούμε ότι έχει µήκος την µονάδα. (αυθαίρετα την 
λαμβάνουμε την µονάδα) Τότε η υποτείνουσα, θα έχει μήκος «ρίζα 2» (Βγαίνει µετο Πυθαγόρειο Θεώρημα 
που µάθατε στην Β΄ Γυμνασίου) 


Να κάνουμε το πρώτο βήμα: «Το 1 στο «ρίζα 2 » χωράει ΜΙΑ ΦΟΡΑ και περισσεύει κάτι (προσοχή ΙΙ 
Αυτό «το κάτυ που περισσεύει, πρέπει να είναι μικρότερο από το 1 (Το 1 είναι διαιρέτης και το «κάτι» το 


υπόλοιπο. Το υπόλοιπο πρέπει να είναι μικρότερο από τον διαιρέτη! (Στην Α΄ Γυμνασίου δεν το µάθατε;) 


Θυμίζω την «ταυτότητα της Ευκλείδειας διαίρεσης» 


β:α 


β/α 
βζαπτυ µε θςξ«υ-«ὃ 


Δοκιμάστε να κάνετε την διαδικασία του Ευκλείδειου αλγόριθμου που οι αρχαίοι έλεγαν µε ένα άλλο όνοµα 
(95 µετο 1 καιτο «ρίζα 2 και να καταγράψουµετις δυσκολίες. Αυτό είναι άσκηση... 
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Η Ειυκλείδεια διαίρεση 
από Ιωάννης Πλατάρος - Τρίτη. 27 Σεπτε ίου 2011. 07:52 ΝΜ 


Οποιονδήποτε στη σελίδα 


Τί είναι η λεγόμενη «Ευκλείδεια Διαίρεση» 


Με απλά λόγια, είναι εκείνη η διαίρεση, όπου διαιρούµε δύο ακεραίους, βρίσκουμε ένα 
υπόλοιπο μικρότερο από τον Διαιρέτη και την .....σταµατάμε εκεί! 


Έχω δηλ. την γνωστή «ταυτότητα της διαίρεσης» όπου 
ΔΞὸϊἔπυ, µευξο ή 0ς«υ-ςὸ 


Παρ΄ότι όλοι ξέρουμε (;) να κάνουμε διαίρεση αυτή η «ταυτότητα» έχει κάποιες σπουδαίες 
διαστάσεις που δεν φαίνονται εκ πρώτης όψεως. 


Παραθέτω µία, ξεκινώντας µε παράδειγµα: 


Φανταστείτε έναν οποιοδήποτε τυχαίο φυσικό αριθµό. Ας πούμετον α. Αν τον διαιρέσω µε το 
7 τι αποτέλεσµα θα πάρω; 


Ὑπάρχει περίπτωση να είναι πολλαπλάσιο του 7 . οπότε διαιρείται ακριβώς και παίρνω 
υπόλοιπο 0 


Ὑπάρχει περίπτωση να πάρω υπόλοιπο 1 
Ὑπάρχει περίπτωση να πάρω υπόλοιπο 2 
υπόλοιπο 3 
υπόλοιπο 4 
υπόλοιπο 5 
υπόλοιπο 6 


Τέλος! Δεν γίνεται να πάρω υπόλοιπο 7 γιατί «θα χώραγε άλλη µια φορά) που λέγαμε στο 
Δημοτικό! 


Ούτε δ, διότι θα χωρούσε άλλη µια φορά και θα έπαιρνα και υπόλοιπο | 


Τα παραπάνω παίρνουν µια πιο συγκεκριμένη οπτική και καταλήγουν σε κανόνα που - 
επαναλαμβάνῶ- δεν φαίνεται αµέσως.... 


«Για οποιονδήποτε φυσικό α, ισχύει: αΞ7ρ ή αΞ7ρ{Ι ή αΞ7ρ:2 ή αξ7ρ:2 ή αξ7ρίά ή αξ7ρ1{5 
ή αξ7ρ Τό. (ρ φυσικός) Τίποτε πέραν αυτών των περιπτώσεων! 


Ἐπτά περιπτώσεις! Για να το καταλάβουμε καλά, ότι είναι απλό και φυσιολογικό: 
«Ένας τυχαίος φυσικός α, ή θα είναι µονός ή ζυγός» 

Δηλ. αΞ2ρ ή αξ2ρτΙ Μόνο. (Θεωρώντας την διαίρεση µε το 2) 

Το λέμε και αλλιώς: 


ένας τυχαίος αριθµός α ή θα γράφεται ή 2ρ ἠ 3ρ4ἱ ή 3ρ/2 ΜΟΝΟ (θεωρώντας την διαίρεση µε 
το 3)» 


Πού θα μπορούσε να χρησιμεύσει το παραπάνω; 

Για να δούµε µια εφαρµογή: 

Έχουμε έναν αριθµό, φυσικό, τον α. Ο α είναι ζυγός. Το α” τίθα είναι; µονός ή ζυγός; 
Απάντηση: 

α-2ρ --Σα΄ Ξ(2Ρ)’ --2α”- 4: --»α”--2(2Ρ) --Σα--2κ --Σα”-ζυγός. 

Αντίστροφο πρόβλημα: 

Το α΄ είναι ζυγός, το ξέρουμε. Το α όμως τι είναι; 


(1) Αν το α είναι µονός, τότε α- 2ρ381 --Ζα”-(2ρ{Ι)” --Ξ αἴ--4ρ2Γ4ρ{Ι (καλά έκανα το 
ανάπτυγµα;) ---2α”--2(2ρ”/2Ρ) ΕΙ ---α” 2λ{Ι --Ζα”--μµονός. 


(2) Αν το α είναι ζυγός τότε και α΄ ζυγός. (το δείξαµε στο προηγούμενο) 


Άρα... από (1) κα ι(2) βγαίνει το συμπέρασμα, ότι ΜΟΝΟ όταν ο α είναι ζυγός βγαίνει το α” 
ζυγός. 


Επομένως 

«άν αγ ζυγός, τότε και το α ζυγός» 

Δοκιμάστε µια άσκηση: 

«άν α Ξ-7ρ, τότε το αγ θα είναι ΚΙ αυτό πολλαπλάσιο του 7,» 
Το αντίστροφο τώρα: 


«Αν α” είναι πολλαπλάσιο του 7, τότε το α είναι και αυτό πολλαπλάσιο του 7; » (Αυτύ θέλει 
εξέταση ΟΛΩΝ των περιπτώσεων για το α) 


Τι αριθμούς χρησιμοποιούμε όταν μετράμε: 
από Ιωάννης Πλατάρος - Σάββατο. 1 Οκτωβρίου 2011. 11:20 ΠΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 


Μετράµε καρέκλες. Λέμε «7 καρέκλες) Από την στιγµή που θα το πούμε και το εννοούμε, οι 7 
καρέκλες είναι 7. Ακριβώς 7 . Δεν έχει νόηµα να πεις 7.5 ἠ 7.1. 


Όταν ὀμως λέμε 7 κιλά ζάχαρη. αυτό ποτέ δεν είναι 7 .. Ποτέ των ποτών που θα έλεγε καιο 
Χατζηχρήστος στις γνωστές του ατάκες στις Ελληνικές ταινίες. Πάντα εἶναι περίπου. Έχουμε 
ένα μέτρο, το κιλό, µε το ποίο μετράμε. Έχει υποδιαιρέσεις τα γραμμάρια, αλλά και µε 
γραμμάρια να µετρήσω, πάλι θα υπάρχει και Κάτι άλλο που θα το εκτιμώ «με το µάτυ και θα το 
στρογγυλοποιώ. Εξ άλλου, πέρα από ένα σηµείο, δεν µας ενδιαφέρει η µεγάλη ακρίβεια. Αν 
θέλουµε να μετρήσουμε µια απόσταση που θα την διανύσουµε µε ένα αυτοκίνητο µας 
ενδιαφέρει πόσα χιλιόμετρα είναι. Άντε να µας ενδιαφέρει και πόσα µέτρα. Μετά παύει να έχει 
πρακτικό νόηµα μεγαλύτερη ακρίβεια. Αν όμως µας ενδιαφέρει το µήκος µιας χρυσής αλυσίδας 
που θα αγοράσουμε, τότε θα μετρήσουμε µε εκατοστά και χιλιοστά. Αν µας ενδιαφέρει να 
μετρήσουμε μεγέθη ατομικά. χρησιμοποιούμε μπι. δηλ. 10: πι. (Παίρνω το Ιπι, το κόβω σε | 
δισεκατομμύριο ίσα κομματάκια και το ένα αυτό το χρησιμοποιώ ὣς μέτρο.) 


Όπως καταλαβαίνει κάποιος, αυτό δεν έχει τέλος. Την µονάδα μπορούμε να την χωρίζουµε σε 
οσοδήποτε πολλά κομματάκια. 


Για να το καταλάβουμε το παραπάνω, ας φαντασθούµε δύο αριθμούς που είναι πάρα πολύ 
κοντινοί. Για παράδειγµα: 


15723 και 195724 

Οι παραπάνω αριθµοί είναι πολύ κοντινοί, καθώς διαφέρουν κατά 1 δεκάκις χιλιοστό (0.0001) 
Ωστόσο, ανάμεσά τους υπάρχουν ....άπειροι άλλοι αριθμοί! 

Πώς μπορώ να το καταλάβω αυτό; 


Ας τους φανταστώ καιτους δύο, µε ένα μηδενικό στο τέλος. Το μηδενικό στο τέλος, δεν 
προσθέτει κάτι στο μέγεθός τους φυσικά 


17230 και 197240 

Τώρα δεν φαίνεται ότι ανάμεσά τους χωράµε άλλοι 0: 
157230 

ο υοἳ 

ο οο 

ος 


1972324 


ας 

157236 

ΠΕ ΓΡΟΥΙ 

157238 

ορ 

157240 

Αν έβαζα δύο μηδενικά στο τέλος, θα χὠρούσαν ανάμεσά τους άλλοι 99 

Αν έβαζα τρία μηδενικά , 1.5723000 και 1.5724000 θα έβλεπαν ότι θα χωρούσαν άλλοι 999 


Έτσι μπορώ να βγάλω το συμπέρασμα, ότι «Αν δύο αριθμοί είναι όσο κοντά θέλουν, τότε και 
γῶ μπορώ να βάλω ανάμεσά τους όσους αριθμούς θέλω» 


Το παραπάνω να το πώ µε ακριβέστερη μαθηματική γλώσσα: 


«Ανάμεσα σε δύο ρητούς αριθμούς α καιβ., υπάρχουν άπειροι άλλοι (διαφορετικοί μεταξύ 
τους) ρητοῦ 


Και µια ἀσκηση να την σκεφθείτε: 
Μάίνουμε δύο κλάσματα 
7/51 και δ/5 ] 


Μπορούμε ανάµεσα σε αυτά τα 9ύο κλάσματα (όπως και προηγουμένως) να βρούμε άπειρα άλλα 
ὁιαφορετικά κλάσματα, (4εν είναι ανάγκη να δούμε τα δύο κλάσματα ὡς δεκαδικούς αριθμούς) 


Οι δεκαδικοί αριθµοί.... 
από Ιωάννης Πλατάρος - Σάββατο. 1 Οκτωβρίου 2011. 10:25 ΜΜ 


Οποιονδήποτε στη σελίδα 


Στην πράξη. οι δεκαδικοί, είναι σχεδόν οι µόνοι αριθμοί που χρησιμοποιούμε στην 
καθημερινή µας ζωή. 


Ξέρει όµως κάποιος ποίους λέμε «δεκαδικούς αριθμούς» 
Νομίζω ότι τους ξέρετε όλοι.... 

Είναι οι αριθμοί που γράφουμε κάθε µέρα στα κομπιουτεράκια.... 
Το 5.το 6το 7. το 1000. το 2001 1.... 


Το 12.5 το 7.456 τοθ,00ο23 κτλ 


Με το που τους γράφουμε κάθε µέρα, µας δημιουργείται η απολύτως ψευδής εντύπωση ότι 
όλοι κι όλοι, αυτοί είναι οι αριθμοί που υπάρχουν.... 


Δεν πάω ακόµα στους άρρητους. Τους ξεχνάω. (Δεν τους έχουµε µάθει ακόµη επισήμως 
στην ύλη των Μαθηματικών, αν και έχουν γίνει νύξεις στο Γυμνάσιο.) 


Μένω στους ΡΗΤΟΥΣ 


ΡΗΤΟΣ: Λέγεται κάθε αριθµός που µπορεί να γραφεί ὡς κλάσμα µε ΑΚΕΡΑΙΟΥΣ 
όρους. 


Δεν έχω καμία αμφιβολία, ότι όλοι οι δεκαδικοί . είναι ρητοί: 

λ.χ. 0.0023 Ξ23/10000 

5/1 

2.45-245/1000 

κτλ, 

Αν το καλοσκεφθούµε (Δεν είναι εύκολο να το σκεφθεί κανείς µε τα στραβά νοήματα που 
εισπράττουµε!/) οι δεκαδικοί, είναι στην πραγματικότητα, οι ρητοί, τῶν οποίων οι διαιρέσεις 
από τις οποίες προκύπτουν ΤΕΛΕΙΩΝΟΥΝ 1Η! 


Μην το µπερδέψετε µε την «Ευκλείδεια διαίρεση» όπου δεν συνεχίζουμε την διαίρεση! 


Εννοώ, ότι αν έχουμε µια διαίρεση ακέραιο µε ακέραιο (δηλ. ένα ρητό αριθµό) αυτή η 
διαίρεση µπορεί να τελειώνει ή να µην τελειώνει, να είναι ΠΕΡΙΟΔΙΚΟΣ ΑΡΙΘΜΟΣ 


Κάποιες διαιρέσεις ΤΕΛΕΙΩΝΟΥΝ 

Κάποιες δεν τελειώνουν ποτέ, είναι Περιοδικές. 

Για παράδειγµα 

Αν εκτελέσω την διαίρεση 7/2 θα βρω 23.5 ακριβώς 

Αν εκτελέσω την διαίρεση 1/3 .θα βρω 0.3333333333333333333333333..(άπειρα τριάρια) 
Η πρώτη διαίρεση τελειώνει ΑΚΡΙΒΩΣ, η δεύτερη ΔΕΝ ΤΕΛΗΙΩΝΕΙ ΠΟΤΕ! 

Εμείς κάθε µέρα χρησιμοποιούμε ρητούς δεκαδικούςπου τελειώνουν . Αυτοί 
αντιλαμβανόμαστε ότι είναι άπειροι. Και οι άλλοι που δεν τελειώνουν είναι πιο άπειροι! 


(Έχει άραγε νόηµα αυτό το «πιο άπειρου Ἠ είναι σχήµα λόγου;) 


Θα το διατυπώσω σαφώς το ερώτημα: 


Εκτελώ µια διαίρεση φυσικός δια φυσικό. (Έχω ένα φανταστικό σακούλι, που χωράει τους 
άπειρους φυσικούς και παίρνω δύο στην τύχη!) Το αποτέλεσµα θα είναι ή δεκαδικός 


τερματιζόµενος ή δεκαδικός περιοδικός. Το ερώτηµα (που δεν είναι καθόλου εύκολο να 
απαντηθεί µε αυτά που ξέρετε) είναι: 


Ποιά η πιθανότητα να πάρω τερματιζόµενο και ποιά η πιθανότητα να πάρω περιοδικό; 





Αν σας αποκαλύψω την απάντηση, ΔΕΝ ΘΑ ΤΗΝ ΠΙΣΤΕΥΕΤΕΙ 


Για ψάξτε το όσοι θέλετε και σε κάποια φάση, θα ασχοληθούμε και µε αυτό το ερώτημα! 
(Κάπου κάτι έχετεπει στην Β΄ Γυμνασίου, αλλά δεν ξέρω αν έχει μείνει στο μυαλό!) Πολλές 
φορές, έχουµε µια αλήθεια μπροστά µας, αλλά δεν την βλέπουμε γιατί δεν µας 
προβληματίζει και την θεωρούμε ὡς «φυσική» µε τον ίδιο τρόπο που και µια γάτα βλέπει 
τηλεόραση. αλλά δεν προβληματίζεται καθόλου για το πώς και το γιατί της.... 


Μια βασική άσκηση που περιέχει και την θεωρία του Ευκλείδειου Αλγορίθμµου. 





από Ιωάννης Πλατάρος - Παρασκευή. 7 Οκτωβρίου 2011. 04:30 ΜΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 


Θέλω να βρω τον ΜΙΚΛ(α.β) µεα-β 
Πρώτο βήμα: 

β-αἄπτυ 

Δεύτερο βήμα: 

αξκἈντοι 

Τρίτο βήμα: 

υξλἉνι Ἔ 02 

Τέταρτο βήµα......... 


Ὀ 


Έως ότου βρούμε 0 υπόλοιπο (Στην Ανθυφαίρεση φυσικών αριθμών (ΞΕυκλείδειος 
Αλγόριθµος) πάντα θα βρούμε στο τέλος 0. Αν όμως είναι να ανθυφαιρέσουµε αντί φυσικούς 
Ευθύγραμμα τµήµατα ή άλλα μεγέθη. τα πράγματα είναι πιο δύσκολα) 


Το θέµα αφορά την ανθυφαίρεση ακεραίων 


Μπορείτε να εξηγήσετε γιατί ο ΜΙΔ (α.β)ΟΞΜΚΛΔ(α9)ΞΜΚΔ(υ.υΙ)Ξ...Ξ(τελευταίο βήμα όπου 
έχω 0 υπόλοιπο))ΜΚΛ/(υ', 0”) Ξυ" 


Σκεφθείτε το και εξηγήστε το.... 
Βοήθεια: 


«άν ένας αριθμός διαιρεί (:Ξχωρά ακριβώς ακέραιες φορές) δύο άλλους, τότε θα ὁδιαιρεί και τήν 
ὁιαφορά τους.» 


Ἐεκινήστε απὀ αυτό, µε την βοήθεια και της ταυτότητας τῆς διαίρεσης. 
ΚΙ ἀλλη µια βοήθεια: 

Τους φυσικούς αριθμούς α καιβ. τοὺς διαιρεί και τους δύο. ο ὃ 

Οι παρακάτω παραστάσεις έχουν δύο όρους: 

α--β 

α-β 

κατμβ (κ.μ. φυσικοί) 

α-λβ 

ρα-β 

Από κάθε αλγεβρική παράσταση βγαίνει κοινός παράγοντας το ὃ (γιατῖ;) 


Οι δεκαδικοί και οι δεκαδικοί περιοδικο(.... 
από Ἰωάννης Πλατάρος - Σάββατο. δ Οκτωβρίου 2011. 09:26 ΜΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 


Γιατί οι δεκαδικοί είναι ρητοί; 

Διότι κάθε δεκαδικός, μπορεί να γραφεί ὡς κλάσμα µε όρους ακεραίους 
Να πώς: 

192 12/10 

0,1 Ξ1/10 

500 Ξ5/100 

2Ξ5/1 

-ᾱ--δ/1 

457.243609758450δ - 452436097584595 / Ι00000οθθοοθΟ 
Τα παραπάνω τα µάθατε στην Β΄ Γυμνασίου 

Τί άλλο μάθατε; 

Δεκαδικοί περιοδικοί, µε άπειρα δεκαδικά ψηφία, είναι ρητοί 


Παράδειγμα 1: 


0.33333333333......... (οι τελείες δείχνουν το ατελεύτητο. Μπορεί να τους γράψουμε και 0.3 µε 
περισπωµένη στο 2. Εδώ, σε αυτή την διεπαφή, δεν μπορώ να το κάνω.) 


Ῥήμα 1ο: Βαπτίζω τον αριθµό 0,.33333333...... ως χ. Δεν σας το έχειπει κανένας, αλλά το να 
δεις µια άπειρη αναπαράσταση µε αριθμούς και να την θεωρήσεις ὡς «αριθμό», έχεις κάνει ένα 
λογικό πήδημα. Δηλ. πού το ξέρω ότι «αυτό το άπειρο πράγμα) (δηλ. το 
033333323233322335....... ) είναι αριθµός; Με αυτά που ξέρω, αυτή την παράσταση την άπειρη 
μπορώ να την περιορίσῳω. λ.χ. 

0,.9«0,.323333233233......«0.4 

Μπορώ να την περιορίσω πιό πολύ; 

0.339«0.33233332333....«0.34 

Ακόμα πιο πολύ στενεύῶ το διάστηµα που περιορίζω την παράσταση 
0.333«0,323323323323333......«0.3234 

0.3335«0.33332332332303......«0.3354 

0.33353«0,.323333233233233......«0.323354 

0.333535«0.3233323323323353......«0.3233334 

0.33335353«0,323323323323533......«0.32333334 
0.33353535«0.332332332333353......«0.323233233234 
0.3333353502«0.3933233333333......«0.233333334 
0.333335323323«0.33933233333353......«0.3239233333334 
0.3333353233230«0,.9332333332333......«0.393333333334 

Βλέπετε τον κανόνα µε τον οποίο σφίγγω τον κλοιό γύρω απὀ το 0.33333333........ ἳ 

Είναι σαν µια θηλιά που διαρκώς στενεύει... 

Κάθε σειρά είναι µέσα σε όλεςτις προηγούμενες. 


Η πιο ανοιχτή θηλιά είναι η πρώτη, η δεύτερη έχει στενέψει και είναι µέσα στην πρώτη. η τρίτη 
πιο στενή και είναι µέσα στην δεύτερη κοκ 


Σε κάθε βήμα του κλοιού, πλησιάζω το 0.333333333334......... και από τα δεξιά και από τα 
αριστερά όλο και πιο πολύ! 


Αν μπορείς να κάνεις µια τέτοια διαδικασία και µια παράσταση χ (έτσι έχω βαπτίσει την 
παράσταση 0,3333333......) να την εγκλωβίζεις σε διαρκώς μικρότερα διαστήματα. όπου το 
επόμενο είναι µέσα στο προηγούμενο, τότε αν μπορείς να το κάνεις ατελεύτητα αυτό (εδώ 


” 
μπορώ να προσθέτω κάθε φορά ένα τριάρι δεξιά και αριστερά και να στενεύῶω τον κλοιό) αυτο 


οδηγεί στην ύπαρξη ΕΝΟΣ ΑΡΙΘΜΟΥ. Αν μπορώ να κάνω αυτή 
την διαδικασία. να εγκλωβίζω διαρκώς την «οντότητα» 
0.3333333303...... σε διαρκώς στενότερα όρια. απεριόριστα. σαν να 
βάζω άπειρες κούκλες «ματούσκα) την µία µέσα στην άλλη. τότε 
είμαι σίγουρος ότι έχω να κάνω µε έναν αριθµό και όχι µε κάτι 
άλλο. Αυτή η διαδικασία μοιάζει παράξενη. αλλά έτσι είναι. 


Ἐπαναλαμβάνω για να καταλάβετε ΤΙ ΕΠΑ: 


Αν δω µια παράσταση του τύπου 0,.33333333...... (µε άπειρα τριάρια, 
ποιος μου λέει ότι αυτή η παράσταση είναι αριθµός; ΚΑΝΕΙΣ! Δεν το 


ξέρω! 
Ὑπάρχουν παραστάσεις µε αριθμούς ΠΟΥ ΔΕΝ ΠΑΡΙΣΤΑΝΟΥΝ ΑΡΙΘΜΟΥΣ; 
Βεβαίως! 

.» 1/0 

» τετραγωνική ρίζα του -4 

. -1-1-1-1-1-1-1-1-1--1-1 3-1... 
Η τελευταία άπειρη παράσταση έχει πολύ πλάκα! 
Πριν μόλις 150 χρόνια που για τα μαθηματικά είναι λίγα χρόνια δεδομένου ότι είναι µια 
επιστήμη µε ρίζες προ Χριστού (ας πούμε από το 600π.Χ.., την εποχή του Θαλή που έκανε τα 
μαθηματικά επιστήµη. εισάγοντας την έννοια της απὀδειξης... 
Νόμιζαν ότι η παραπάνω άπειρη παράσταση ΠΑΡΙΣΤΑΝΕΙ ΕΝΑΝ ΑΡΙΘΜΟ 
Η παράσταση, αν δεν το καταλάβατε ήδη. προσθέτει και αφαιρεί το {| ΑΠΕΡΙΟΡΙΣΤΑΙ 


Ποιός αριθµός είναι; (προσοχή! Δεν παριστάνει αριθµό, αλλά οι άνθρωποι ΤΟΤΕ πίστευαν 
ότι...παριστάνει!) 


Λέει ο ένας: 


ἩΗ παράσταση είναι διαρκώς πλην ένα συν ένα άρα είναι το ΜΗΔΕΝ (πολύ λογικό. Ες 
ΠΡΩΤΗΣ ΟΨΕΩΣΙ) 


Λέει ένας άλλος: 
1-1] - 11-11-11] -[-ς[- 1- ιν ιιιι. Ξε 


1 -(-1 1-11 - 11-14-11 ΓΕ ιννιιννν, ) Δηλ. κράτησε τον πρώτο προσθετέο καιτους άλλουςτους 
έβαλε σε µια παρένθεση, αλλάζοντας τα πρόσηµα) 


ἩΗ παρένθεση όµως είπαµε κάνει ΜΔΕΝΙ! 

άρα 

-1.{)-- 

Ξ--] 

Βρήκε πλην ένα, ενώ πριν είπαµε ότι είναι µηδέν!!!! 
Άλλος, έκανε άλλο: 

Σ-- 1-1 -Ι-[-Π 1-1 -Π-ς[-]--]- 1 -Γ......... 


ΣΞ-]1 -(-1-ε[-1--1-1--[- 11-11-11 - 1-1 -1 Τι... ) (άλλαξε τα πρόσηµα και τους έβαλε µετά 
τον δεύτερο προσθετέο σε παρένθεση) 


Σ--1.Σ--5 
2Σ--Ι 
Σ--1/2 (1113) 


Δηλ. η παράσταση κάνει και -ἶ κάνει και 0 κάνει και -1/2 (111) 


Κάποιοι σοφοί και διανοούμενοι, διάσηµοι Μαθηματικοί εἶπαν και διάφορα µεταφυσικά γύρω 
από αυτό. Ότι λ.χ. είναι το µένον απὀ όπου «παράγεται απὀ το μηδέν το είναι! » κτλ. Απίστευτες 
ΒΛΑΚΕΙΕΣ! 


Αν σας πώ μάλιστα ότι αυτά τα έγραφαν και διάσημοι μαθηματικοί που είχαν πολλές φορές 
μεγαλύτερα μυαλά απὀ τα δικά µας, µας δίνει και σε µας το δικαίῶώµα στην .... βλακεία! 


Αφού γίγαντες της σκέψης (κυριολεκτώ σε αυτό) έκαναν τόσο γελοία λάθη, μπορούμενα 
κάνουμε και µεις! 


Η βλακεία έγκειται ΜΟΝΟ στο γεγονός του να κάνουµε το ΙΔΙΟ 
ΛΑΘΟΣ ΠΟΛΛΕΣ ΦΟΡΕΣ: («το δις εξαµαρτείν ουκ ανδρός 
σοφού») 


Συνοψίζῳω τώρα μαθηματικά ΤΗΝ ΑΙΤΙΑ ΤΟΥ ΠΑΡΑΠΑΝΟ ΛΑΘΟΥΣ: 


Αν δούµε µια παράσταση µε αριθμούς, ΔΕΝ ΠΑΕΙ ΝΑ ΠΕΙ ΝΤΕ ΣΩΝΕΙ ΚΑΙ ΚΑΛΑ. ΟΤΙ 
ΠΑΡΙΣΤΑΝΕΙ ΑΡΙΘΜΟΙ! 


Η πιο μπροστά περιγραφείσα διαδικασία όπου περιόριζα µια παράσταση διαρκώς σε θηλιά όπου 
η νέα θηλιά ήταν µέσα στην προηγούµενη και μπορούσα να το κάνω αυτό ατελεύτητα, µας δίνει 
µια συνθήκη όπου µας επιτρέπει να αποφανθούµε αν υπάρχει ή όχι ένας αριθµός .. Για την 
ιστορία και µόνον, η διαδικασία αυτή είναι γνωστή ως «Τομή Ντέντεκιντ» Δεν αποτελεί ύλη 
αυτό της εργασίας, το λέμε για ιστορικούς λόγους. 


Συνεχίζω αυτό που άφησα στην µέση: 

πο ο ο ὃς ανας 

10χ53.323333333333333.............. (αφαιρώ κατά µέλη. απὀ το δεύτερο το πρώτο)) 
Οχ- 3,00000000000ΟΘΘΘ......... 

χΞ2/9 

χΞΙ/3 

Άλλο: 


αξ- 2324545454 5454545454 54545454545....... (το 45 είναι η περίοδος, το επαναλαμβανόμενο 
τμήμα) 


1000α --2345, 454545454 54545454 5454545454 5452454 54545. 


Πολλαπλασίασα µετο 10, 100, 1000, όσο χρειάζεται να καλύψω ΜΙΑ ΠΕΡΙΟΔΟ! Δηλ. η 
υποδιαστολή να πάει ΤΡΕΙΣ ΘΕΣΕΙΣ ΔΕΞΙΑ. 


Αν αφαιρέσω κατά µέλη έχω: 

9οοα-- 2343.00000000000000ΟΘΟΘΟΘΟΘΟΘΟΟΟΟΘ.......... 
900ς--2345 

α-2342/999 (ρητός αριθµός) 
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Γιατί μετράμε µε «δεκάδες και όχι λ.χ. µε «πεντάδες): 
από Ιωάννης Πλατάρος - Σάββατο. 22 Οκτωβρίου 2011. 02:31 ΜΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 





Οι μαθηματικοί θα έλεγαν το ίδιο ερώτηµα του τίτλου ὡς «γιατί χρησιμοποιούμε το δεκαδικό 
σύστημα αρίθµησης και όχι λόγου χάριν το πενταδικό» 


Με άλλη λόγια: 


«Γιατί για να γράψουμε όλους τους φυσικούς αριθμούς (άπειρους στο πλήθος) πρέπεινα 
χρησιμοποιούμε δέκα ψηφία (0.1.2.3.4.5.6.7.8.9) και ὀχιλ.χ. πέντε ή δύο ή δεκαπέντε; 


Ἡ απάντηση είναι ότι ο μόνος λόγος εἶναι, ότι έχουµε µόνο δέκα δάκτυλα και κάθε φορά που 
μετρούσαμε κάποιο µεγάλο πλήθος και µας .....τελείωναν, κάναμε κάποια διακοπή. μετρούσαμε 
«ένα τέλειωμα τῶν δακτύλων» µε κάποια γραμμούλα που γράφαµε στο χώμα ή ένα πετραδάκι 
που βάζαμε σε ένα σωρό και εξακολουθούσαµε να μετράμε λ.χ. τα......πρόβατα κάνοντας µια 
γραμμούλα ή βάζοντας ένα πετραδάκι στο σωρό. (Κάναμε σωρούς µε πετραδάκι που ήταν 
ΔΕΚΑΛΕΣΙ) Αν µετά πηγαίναµε να μετρήσουμε καιτις δεκάδες και µας τελείωναν τα 

δάκτυλα, βάζαμε µια πολύ µεγάλη πέτρα σε έναν άλλο χώρο και είχαµετις εκατοντάδες κτλ ! 


Ο λόγος δηλαδή που τελειώνουμε στο δέκα και µετά δέκα δεκάδες Κάνουν µια εκατοντάδα και 


Γίνεται δηλαδή να μετρήσουμε κι αλλιώς: 


ἩΗ απάντηση είναι ότι μπορούμε να µετρήσουµε µε όσα «δάκτυλα» θέλουµε αφού έχουµε 
καταλάβει «το κολπάκυ της απαρίθµησης (Ξκαταμέτρησης) 


Ας πάµε στον Πλανήτη Πενταδάκτυλο όπου εκεί οι άνθρωποι έχουν δύο χέρια µε δύο δάκτυλα 
στο ένα χέρι και τρία δάκτυλο στο άλλο! (Τέρατα είναι, όσα δάκτυλα θέλουν έχουν!) 


Αυτοί πώς ΘΑ μετρούσαν όταν ανεκάλυπταν την απαρίθμηση: 


Δεν είναι υποχρεωτικό να χρησιμοποιούσαν τα δικά µας σύμβολα αλλά μάλλον θα ήταν κι αυτά 
πέντε στον αριθµό. Θα μπορούσαν να είναι τα 


Άγια το 

Γγιατο | 

(ὢ για το 2 

Ἡ για το 2 

ὁ για το 4 

Δεν χρειάζονται άλλα εἶναι πέντε (μαζί µε το 0) 


Αλλά για να µην μπερδευτούµε, θα αποκωδικοποιήσουµε τα δικά τους σύμβολα µε τα δικά µας 
,δηλ. 0.1.2.3.4. 


Πώς θα μετρούσαν; 
Πάμε: 


1 (δεν θα το λένε «ένα» θα το λένε κάπως αλλιώς, ας πούμε «γκου» , αλλά για να µην 
μπερδευτούµε, το αποκωδικοποιούµε και µεις και το λέμε «ένα» 


2 («δύο») 

3 («τρία)) 

4 («τέσσερα)) 

10 (δεν το λένε «δέκα» αλλά «μια πεντάδα» µε µια λέξη!) 
11 (µια πεντάδα ένα) 

12 (µια πεντάδα δύο) 


13 (µια πεντάδα τρία) 


14 (µια πεντάδα τέσσερα) 

20 (δύο πεντάδες, μηδέν µονάδες, «δυοπεντάδες)) 
2] (δυοπεντάδεςένα) 

43 (τέσσερις πεντάδες τρία) 

44 (τέσσερις πεντάδες τέσσερα) 

100 (πεντε-πεντάδες) 


101 (πεντεπεντάδες ένα) 


Το ίδιο δεν κάνουμε Και µε τα δέκα που έχουµε εμείς οι ....Ι ἠινοι;) 
1 


2 


δ 
9 
10 (ένα τέλειωμα δακτύλων που λέμε «δέκα)) 


11 (δέκα ένα . που για ιατρικούς λόγους διαβάζουμε ανάποδα ένα-δέκα, εν-δέκα ένδεκα. 
έντεκα) 


12 δυό-δέκα το οποίο κι αυτό διαβάζουμε ανάποδα δυόδεκα-δώδεκα) 


13 (δεκατρία που διαβάζουμε συμβατικά. ενώ οι Γάλλοι αν καλώς έχω πληροφορηθεί έχουµε 
τέτοια «ειδικά ονόματα» µέχριτο 15) 


14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 (δύο δεκάδες που λέμε «είκοσυ)) 

30 (τρεις δεκάδες που λέμε «τρι-άντο)) 

40 (τέσσερις δεκάδες που λέμε («τεσ-σαρα-ντο)) 

50 (πεντε δεκάδες που λέμε «πεν-ήντα) ) 

60 (που λέμε «εξ-ήντα»ρ) 

70 (που λέμε «εβδομ-ήντα» 

δ0 «που λέμε «ογὸ-όντα» ἠ.....«ογδομήντα(!)» που µου είπε ένας γεράκος µια φορά 
αναφερόμενος στην ηλικία του κάνοντας το ἶδιο λάθος (αναλογικό) που λέμε αυτή την περίοδο 
χιλιάδες Έλληνες τον Οκτώβριο ὡς «ΟκτώΜβριο)) 

00 (που λέμε «ενεν-ήντα)) 

100 που είναι δύο «δεκαδεκάδες) καιπου λέμε ειδικώς «εκατό(ν)» 


Αν δεν καταλάβατε «τι παίζευ διαβάστε άλλη µια φορά το κείµενο και ελπίζω να το 
κατανοήσατε..... 


Αν πάντως αντί για 10 ἠ 5 «παίξω» µετο 2, φτιάχνω το δυαδικό σύστηµα όπου χρησιμοποιώ το 
0καιτο | ΜΟΝΟ γιανα φτιάξω ΟΔΟΥΣ τους αριθμούς. (Το λέμε δυαδικό, αλλά δεν 
χρησιμοποιούμε το 2, ὀπωῶς το πενταδικό που ΔΕΝ χρησιμοποιούμετο 5, όπως ΔΕΚΑΔΙΚΟ, 
όπου ΔΕΝ χρησιμοποιούµμετο ΔΕΚΑ ΩΣ ΨΗΦΙΟ (σύμβολο µόνοτου, ξεχωριστό για το δέκα, 
αλλά το γράφουμε ως συνδυασμό µε άλλα δύο ψηφία . το | καιτο θ., δηλ. ]0Ξδέκα. 


Για να είναι άρρητος ένας αριθµός, θα πρέπει στο δεκαδικό του ανάπτυγµα να έχει άπειρα ΜΗ 
περιοδικά ψηφία. 


Το παραπάνω, δεν είναι δυνατόν να αποτελεί κριτήριο, αφού ουδείς μπορεί να μετρήσει άπειρα 


Ψήφία (πλην - ίσως - του Τσακ Νόρις που έχει μετρήσει µέχρι το άπειρο, δύο φορές/) 


Για να είναι άρρητος ένας αριθµός θα πρέπει να µην µπορεί να εξισωθεί µε κλάσμα µε 
ακεραίους όρους 


Το παραπάνω, είναι κριτήριο, αφού συνήθως θεωρούμε ότι αυτό είναι εφικτό και κάνοντας 
απολύτως λογικά ῥήματα, καταλήγουμε σε κάτι που ὃεν έχει τόπο για να σταθεί (άτοπο) 4φού 
4ΕΝ κάναμε λάθη στήν πορεία των συλλογισιιών και καταλήζαμε σε (µε συγχωρεῖτε για τήν 
ἐκφραση) µια σαχλαμάρα, πάει να πει ότι ἝΕΚΙΝΗΣά4ΜΕ 4Π0Ο 1460Σ’ {ήλαδή, κακώς; 
είπαμε ότι εκφράζεται ὡς κλάσμα µε ακέραιους όρους (Ξρητός) ἆρα 4ΕΝ είναι σωστό αυτό, ὃεν 
εκφράζεται Ως κλάσιία µε ακέραιους όρους, άρα είναι 4ΡΡΗΤΟΣ. 


Θα έχετε ακούσει την έκφραση «αν η γιαγιά µου είχε ρουλεμάν θα ήτανε πατίνυ Για να το 
καταλάβετε πλήρως, πρώτα να σας πώ για το πατίνι: 


Τα παλιά τα χρόνια, δεν υπήρχαν τροχοί αντοχής , ενώ τα παιγνίδια ήταν ιδιοκατασκευές (τα 
έφτιαχνε ο κάθε ένας µόνος του και χειροποίητα) 


Ένα ρουλεμάν είναι συνήθως δύο κυλινδρικές ατσάλινες επιφάνειες ανάµεσα στις οποίες έχουν 
εγκλωβιστεί ατσάλινα σφαιρίδια. Αν σφηνώσεις ένα ξύλο µέσα στην κυλινδρική επιφάνεια, η 
εξωτερική επιφάνεια, µε την βοήθεια των σφαιριδίὠν περιστρέφεται γύρω απὀ την πρώτη και 
έτσι έχω τροχό μικρό και τεράστιας αντοχής. Με αυτά έφτιαχναν τροχούς για πατίνια! 


Πάμε τώρα στην έκφραση «Αν η γιαγιά µου είχε ρουλεμάν θα ήτανε πατίνυ Σύμφωνα µετην 
κοινή λογική. αυτό είναι ένα ΛΟΓΙΚΟ συμπέρασμα (λέω «κοινή λογική», γιατί αν το 


αυστηροποιήσῳ, µπορεί και να είναι πωλητής ανταλλακτικών μηχανών η γιαγιά!) 


Σε µια λιγότερο αυστηρή λογική λοιπόν, η παροιμιώδης αυτή λαϊκή έκφραση µπορεί να 
θεωρηθεί (µε λίγες επιφυλάξεις) ΕΝΑ ΛΟΓΙΚΟ ΣΥΜΠΕΡΑΣΜΑ. 


Πράγματι: 

Αν η γιαγιά φέρει ρουλεμάν (μάλλον , συνήθως, µε αυτά που ξέρουμε) είναι πατίνι, και άρα θα 
τσουλάει στην κατηφόρα. Αλλά αφού η γιαγιά µου ΔΕΝ τσουλάει στην κατηφόρα λόγω 
κινητικών προβλημάτων, μάλλον ΔΕΝ είναι πατίνι! 


Δεν ξέρω αν µπορείτε µέσα απὀ την πλάκα να διακρίνετετι θέλω να πώ: 


Η μέθοδος της «εις άτοπον απαγωγής) είναι µια αποδεικτική λογική διαδικασία που 
εκμεταλλεύεται µια βασική λογική αρχή: 


Κάποιος, κάποια, κάτι, έχουν την ιδιότητα Α ή ΔΕΝ την έχουν την ιδιότητα Α. Ένα από τα δύο 
συμβαίνει. Αν συμβαίνει το ένα . τότε δεν συμβαίνει το άλλο και αν συμβαίνει το άλλο, δεν 


συμβαίνει το ένα. 
Παραδείγματα: 
(Σαςτο εἶπα µε µορφή αστείου στην τάξη, αλλά δεν ξέρω πόσοι µένετε στο αστείο) 


Ένα σώµα έχει μαύρο χρώμα (µε την συμβατική σημασία) ή όχι μαύρο . Τίποτε άλλο. Δεν 
µπορεί να είναι ΚΑΙ ΜΑΥΡΟ ΚΑΙ ΟΧΙ ΜΑΥΡΟ. 


Για το μαύρο. το καταλαβαίνουμε. Για το «όχι μαύρο» τί καταλαβαίνουμε; 

Ο πολύς κόσµοςλέει ΛΑΝΘΑΣΜΕΝΑ «το αντίθετο του μαύρου είναι το άσπρο» Αυτό έχει 
µια φυσική λογική. αλλά στην λογική όταν λέμε «όχι μαύρο» εννοούµε οποιοδήποτε άλλο 
χρώμα πλην του μαύρου (κίτρινο, φούξια, λιλά, μωβ, γκρίζο. γαλάζιο, πράσινο, πορτοκαλἰ, 
ΟΔΑ |) 

Ἐπομένως, τώρα γίνεται ΛΟΓΙΑ ΚΑΘΑΡΟ: 

Ένα σώµα είναι ή µόνο μαύρο ή ΟΧΙ μαύρο . Τίποτε άλλο τρίτο δεν γίνεται να είναι. Αυτόν 
τον κανόνα τον συναντάµε στην λογική του Αριστοτέλους και είναι γνωστός µε το όνοµα 


«Αρχή τής του µέσου ή τρίτου αποκλίσεως» 


Αφού ξεκαθαρίσαµε ότι το «όχι μαύρο) δεν είναι το άσπρο, θα πάω σε ένα ακόµα πιο 
προκλητικό θέµα: 


Θέτω το ερώτημα: 

«Ένας άνθρωπος έχει φύλο άρρεν ή ὄχι άρρεν» ΤΙΠΟΤΕ 4110 4ΕΝ ΥΠάΡΧΕΙ! 

ή «ἄρρεν» ή «όχι άρρεν» 

Το λέω σε Δημοτική απόδοση: 

«Ένας άνθρωπος, είναι ή σερνικός ή όχι σερνικός!» 

ΤΙΠΟΤΕ ΑΛΛΟ ΔΕΝ ΥΠΑΡΧΕΙ! 

Τα γράφω τα παραπάνω για να σας δώσω την ευκαιρία να κάνετε την....λανθασµένη σκέψη! 
Ποιά: 

Μήπως σκεφτήκανε πού κατατάσσονται οι.....κέη: 

Αν το θεωρήσατε ὣς ένσταση στον Ισχυρισµό, κάνατε λάθος! 


Να γιατί: 


Ένας είναι ή άρρεν ή όχι άρρεν (Ξθήλυ ή «τρίτο φύλο) 
Το καταλάβαμε; 


Πάμε στα μαθηματικά: 


«Ένας αριθµός είναι ή θετικός ή όχι θετικός» 


Όταν λέμε «όχι θετικός) δεν εννοούμε µόνο τους αρνητικούς, αλλά και τους αρνητικούς και το 
μηδέν . Όλοι είναι «όχι θετικοῦ 





Λέμε: 


«Όλοι οι µαθητές της Α΄ Λυκείου του 1ου ΓΕΛ Μεσσήνης που έχουν ερευνητική εργασία. 
είναι καλοί στα μαθηματικά» 


Η αντίθετη πρόταση ΠΟΙΑ ΕΙΝΑΙ: 
(Σκεφτείτε την ΤΩΡΑ και µην διαβάζετε παρακάτα|!) 
/ 


/ 


/ 
ἴ 
(Δεν εἶπαμε να µην κλέβουμε; Διατύπῶωσε την αντίθετη πρόταση!) 
/ 


/ 


(Το παίρνει το ποτάµμι:) 


ΟΧΙ «Όλοι οι µαθητές της Α΄ Λυκείου του 1ου ΤΕΛ Μεσσήνης που έχουν ερευνητική εργασία 
, είναι καλοί στα μαθηματικό) 


ΤΣΟΝ 


«ΟΧΙ ΟΛΟΙ οιµαθητέςτης Α΄ Λυκείου του 1ου ΓΕΛ Μεσσήνης που έχουν ερευνητική 
εργασία, είναι καλοί στα μαθηματικό) 


ΙΣΟΝ 


«ΜΕΡΙΚΟΙ ή ΚΑΝΕΝΑΣ µαθητέςτης Α΄ Λυκείου του 1ου ΤΕΛ Μεσσήνης που έχουν 
ερευνητική εργασία , είναι καλοί στα μαθηματικά» 


Δηλαδή, η πρώτη πρόταση και η αντίθετή της καλύπτουν ΟΛΗ ΤΗΝ ΕΝΝΟΙΑ (καιτην θετική 
και την αρνητική). 


Πάμε πάλι στους ρητούς και άρρητους: 
ΡΗΤΟΣΞΟΧΙ ΑΡΡΗΤΟΣ και ΑΡΡΗΤΟΣΞΟΥΧΙ ΡΗΤΟΣ 


ἩΗ µία έννοια εἶναι αντίθετη τῆς άλλης .. Μόνο αυτές τις έννοιες έχουµε δικαίώωμα να λέμε 
«αντίθετες» 


Πάμε στην «εις άτοπον απαγωγή» 

Αν υποθέσεις ότι ένας αριθµός είναι ΡΗΤΟΣ 

και µετά κάνεις ένα λογικό . σωστό βήμα και καταλήξεις σε συμπέρασμα Α 
και µετά ένα λογικό . σωστό βήµα και καταλήξεις σε συμπέρασμα Β 


και µετά ένα λογικό σωστό βήμα και καταλήξεις σε συμπέρασμα Τ’ 


Καιτέλος. ένα λογικό σωστό βήμα και καταλήξεις σε ένα συμπέρασμα Ο. 
Κοίτα τώρα τι µπορεί να συμβαίνει: 


Είσαι σε θέση να αξιολογήσεις, ότιτο Ω που κατέληξες, σύμφῶνα µε αυτά που έχουν 
συμφωνήσει όλοι οι άνθρωποι εἶναι µια σαχλαμάρα (δηλ. ένα άτοπο! Κάτιπου ΔΕΝ ΣΤΕΚΕΙ) 


Μπορείςνα πεις ΤΙ ΦΤΑΙΕΙ: 
Όλα τα ενδιάµεσα βήματα είναι ΣΟΣΤΑΙ 
Τί φταίει; 


Αν όλα τα ενδιάµεσα βήµατα εἶναι σωστά, και φθάσαµε σε άτοπο, ΦΤΑΙΕΙ ΤΟ ΣΗΜΕΙΟ 
ΕΚΚΙΝΗΣΗΣΙ Φταίει ότι υποθέσαµε ότι ο συγκεκριμένος αριθµός είναι ρητός! Άρα ΔΕΝ Είναι 
ρητός, είναι άρρητος! 


Με τον παραπάνω τρόπο, βγάζουμε συμπέρασμα για την φύση ενός αριθμού, χωρίς να 
μπορούμε να δούμε όλη την φύση του (ποιός µπορεί να δει όλα τα άπειρα ψηφία του που είναι 
µη περιοδικά;) 


Οι αρχαίοι Έλληνες ἠξεραν ότι αν δύο μεγέθη (αριθμοί, ευθύγραμμα τμήματα) έχουν 
περατούµενη ανθυφαίρεση τότε μεταξύ τους έχουν ΡΗΤΗ σχέση. Συνήθως, συνέκριναν ένα 
μέγεθος µε την µονάδα. Επειδή η Πυθαγόρεια αντίληψη ήταν ότι «η µονάς αρχή τῶν πάντων» 
τους είχε «κολλήσει», ότι όλα τα άλλα είναι είτε πολλαπλάσια ακέραια της µονάδας είτε 
ακέραια ὑποπολλαπλάσια της µονάδας. ΕΚΑΝΑΝ ΛΑΘΟΣ! (Ο Ίππασος που βρήκε το λάθος, 
χάθηκε . μάλλον τον έπνιξαν αυτοί που δεν άντεχαν σε µια αλήθεια που άλλαζε άρδην τα 
πιστεύω τους) 


Προσέξετε τώρα ένα πολύ σοβαρό πραγµατάκι: 


Ένας αριθµός έχει πεπερασμένο δεκαδικό ανάπτυγμα ----- ΣΕίναι ρητός 


Ένας αριθµός έχει περιοδικό (άπειρο) δεκαδικό ανάπτυγμα -------- 2 Είναι ρητός 
Ένας αριθµός έχει µη περιοδικό δεκαδικό ανάπτυγμα ------- Σ Είναι άρρητος 


Ένας αριθµός, σε σχέση µετην µονάδα. έχει πεπερασμένη ανθυφαίρεση ----Σ Είναι ρητός 


Ένας αριθµός, σε σχέση µε την µονάδα, έχει περιοδική (άπειρη) ανθυφαίρεση ----Σ Είναι 
άρρητο 


Ένας αριθµός, σε σχέση µε την µονάδα έχει άπειρη ανθυφαίρεση ---Σάρρητος 
Δηλαδή: 

Ένας δεκαδικός περιοδικός είναι πάντα ρητός 

Ένας που έχει περιοδική ανθυφαίρεση µε την µονάδα, είναι άρρητος! 


Πώς όμως θα μπορούμε να καταλαβαίνουμε ότι κάποιος έχει άπειρη περιοδική ανθυφαίρεση; 


(ΣΥΝΕΧΙΖΕΤΑΙ) 


Επεξεργασία | Διαγραφή | Μόνιμος σύνδεσμος 


[ Τροποποιημένο: Τρίτη. 25 Οκτωβρίου 2011. 08:52 ΜΜ ] 
Ρ Οοπιπιεηίς (0) 
9 Πώς γράφεται το ρητός αριθµός 1/3 στο δεκαδικό και πώς στο τριαδικό; 


από Ἰωάννης Πλατάρος - Σάββατο. 22 Οκτωβρίου 2011. 05:02 ΜΙΝΙ 


Οποιονδήποτε στη σελίδα 








Αν εκτελέσουµε την Ευκλείδεια διαίρεση 1: 3 βρίσκουμε πηλίκο 0 και υπόλοιπο 3 
Η ταυτότητα της Ευκλειδείου διαιρέσεως είναι Ι:Ξ0Χ3 εἰ µεθςήΈΙ και «3 

Η Ειυκλείδεια διαίρεση έχει τελειώσει. 

Συνήθως όµως την συνεχίζουµε....... 

Δεν αναλύω τον τρόπο . βρίσκουμε: 


ο οκ εκ εεεο κκ κκ κρεμ (άπειρα 
τριάρια) 


Αν μετρούσα στο τριαδικό σύστηµα . θα χρησιμοποιούσα τα ψηφία 0.1, και 2 για να 
περιγράψω όλους τους υπάρχοντες (άπειρους) αριθμούς. 


Να µετρήσο: 

1 (ένα) 

2 (δύο) 

10 (τριάδα) τριάδα Ξ2 

11 (τριάδα ένα) 3-εἱΞ-4 

12 (τριάδα δύο) 31255 

20 (δυοτριάδα) 3-2Ξ6 

2] (δυοτριάδα ένα) 33-35 ΞΞ:7 
22 (δυοτριάδα δύο) 3::342Ξ8 
100 (τριοτριάδα) 313429 


101 (τριοτριάδα ένα) 91510 





9 Πώ άφεται το ρητός αριθµός 1/3 στο δεκαδικό και πώς στο τριαδικό; 


από Ἰωάννης Πλατάρος - Σάββατο. 22 Οκτωβρίου 2011. 05:02 ΜΜ 


κτλ. κτλ. κτλ. 

κοκ κοκ κοκ 

Μετους δεκαδικούς τί κάναμε; 

Χωρίζαμε την µονάδα στα 10, 100. 1000. ίσα κομμάτια (101. 103, 109, κτλ) 


Εδώ στο «τριαδικό σύστημα αριθμµήσεως) θα χωρίζω την µονάδα σε 2. 9, 27, δΙ, κοκ ίσα 
κομμάτια (41. 35, 33.33,.....κοκ κομμάτια) 


Δηλ., αν την µονάδα την χωρίσω σε τρία ίσα κομμάτια, κάθε ένα είναι «εκ κατασκευής» 
1/3 


Δηλ. το 1/3 όπως το γράφουμε στο δεκαδικό µας σύστηµα, στο τριαδικό γράφεται 0Ο. (ένα 
τρίτο) 


Ομοίως τα 2/3 του δεκαδικού , θα γράφονται 0.2 (δύο τρίτα της µονάδας) 


Συμπέρασμα: 






Το κριτήριο λόγου µας εξασφαλίζει περιοδικότητα. άρα άπειρη ανθυφαίρεση. άρα αρρητότητα| 
από Ιωάννης Πλατάρος - Τετάρτη. 26 Οκτωβρίου 2011. 07:23 ΜΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 





Έστησαν δύο µεγέθη α,β («έστω» δύο µεγέθη α. β ή «έστησαν» δύο μεγέθη α, β είναι το 
σωστό;) 


Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρώ. ότι β-α 
Ἐκτελώ την ανθυφαίρεση μεταξύ των α καιβ 
αξπιβτυι 

β:πρυιΓυ2 

0 πἝυρσΓυ3 

02--ςπ4υ2 Γ04 

υᾳ- πουμΓυς 

υα- πευςτυς 


Ός-πτυςυ7 


Ὃν'' πν,2Όν! ΓΌν 2 

Το παραπάνω είναι ένα Κλασικό σχήµα περατούµενης ανθυφαίρεσης. 

Δεν είναι να το µάθεις απέξω. αλλά να βλέπεις, πώς απὀ το ένα βήμα πάµε στο άλλο. 
Να κάνουμε ορισμένες ερωτήσεις εµμπέδωσης: 

Το ν, υπονοεί έναν φυσικό αριθµό που εννοείται µε τον τρόπο που κάνουµε τα βήματα. 


Μιλάμε για τον κλασικό αλγόριθμο του Ευκλείδους, εξαγωγής του ΜΚΔ (α.β) (Ακριβώς το ἶδιο 
θα γράφαμε!/) 


Πόσες σειρές έχω γράψει; 
Απάντηση: 


Ἐπτά βήματα έχω γράψει, αλλά έχω και δύο σειρές με τελίτσες. Με αυτό τον ΣΥΜΒΟΛΔΙΣΜΟ, 
εννοώ πόσες σειρές; 


(Όχι επτά!) 


Κοιτάω την τελευταία σειρά. Βλέπω το πρώτο ποὺ λέει ὺν Άρα έχω ν σειρές; Δεν έχω ν, αλλά 
νΓ2 σειρές! (Για κοίτα απὀ ξεκινάει η αρίθµηση: (α, β, Ό1., 92.03. ....., Όν) Άρα όλα µαζί είναι ν-2 


(Όποιος δεν το κατάλαβε, µου στέλνει μήνυμα) 

Πριν μιλήσω για το «κριτήριο λόγου», να θυμηθούμε, ότι αν κάνουμε την διαίρεση 
κ δια λ (λ«κ) .θα βρούμε κάποιο πηλίκο π και κάποιο υπόλοιπου 

Αν έχω α έναν αριθµό ας πούμε θετικό, και κάνω την διαίρεση 

ακ δια αλ., θα βρω τό ΙΔΙΟ πηλίκο π καιτο ίδιο υπόλοιπου. 

Ὑπάρχει αντίρρηση; 

κ/λ.Ξξ ακ/αλ 


Κοιτάµε τώρα το αρχικό σχήµα της ανθυφαίρεσης (Δεν μπορείς να το δεις καλά απὀ την οθόνη, 
κάνε µια εκτύπωση!) 


Είναι ν-Γ2 σειρές (εννοούνται) από διαιρέσεις (ταυτότητες διαίρεσης) 
Αν κοιτάξεις καλά τις διαιρέσεις, είναι όλες του τύπου Όκ/Όκει 
Ας πούμε ., αυτή, αντιστοιχεί στην διαίρεση 


Όκππκι2 Όκει  Όκι2 


Μετά ας πούμε από ρ βήματα πάω στην διαίρεση 


Όκερ- πκ2ηρ Όκε] ερ Όκ2{ρ 





(άλλα ρ στο πλήθος βήματα έκανα) 

Ας πούμετώρα, ὀτιΠΑΡΑΤΗΡΟΥΜΕ ΤΥΧΑΙΑ. ΟΤΙ 

Όκ/ κ ΞΌρ/Όρηι 

Δηλ., µετά απὀ ρ βήματα έχω την ΙΔΙΑ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ! 

τι σηµαίνει αυτό; 

όσα πηλίκα έχω βρει απὀ το βήµα ν µέχριτο βήμα ρ. ΤΑ ΙΔΙΑ ΘΑ ΒΡΩ ΑΝ ΣΥΝΕΧΙΣΩ ΤΗΝ 
ΔΙΑΙΡΕΣΗ! Δηλ. δεν χρειάζεται να την συνεχίσω πάρα κάτω. διότι θα βρίσκω διαρκώς τα ίδια 
πηλίκα, επαναληπτικά. 

το ίδιο ΠΕΡΠΙΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ γίνεται όταν κάνω την διαίρεση 22 /7 
Ξ4,9114255714255714265714255714256............. (περίοδος το 571428) 

Κάπου βγαίνει ΙΔΙΟ υπόλοιπο, άρα θα συνεχιστεί το ίδιο έργο....... 

(κάντετη µετο χέρινα ΚΑΤΑΛΑΒΕΤΕ ΤΙ ΕΝΝΟΟΩ) 

Στην ανθυφαίρεση βγαίνει Η ΙΛΙΑ (ουσιαστικά) διαίρεση, διότι έχω ΙΔΙΟΥΣ ΛΟΓΟΥΣ 

Αν παρατηρήσω µια τέτοια αναλογία, δεν εἶναι ανάγκη να εκτελέσω διαιρέσεις µέχρι να 
σταματήσει η ανθυφαίρεση! Αφού βρήκα τον {διο λόγο. πάει να πει, ότι απὀ το βήμα ν µέχριτο 
βήμα ρ θα ξαναπαίζεται το ἶδιο έργο µέχρι να ξαναβρώ τον ίδιο λόγο κ.οκ. επ άπειρον! 


ΔΗΛΑΔΗ, ΚΑΤΑΛΑΒΑΙΝΩ, ότιη ανθυφαίρεση ΔΕΝ σταματάει και συνεχίζεται επ΄ άπειρον 
ΑΡΑ ΕΧΩ ΑΡΡΗΤΗ ΣΧΕΣΗ! 


Ευτυχώς που υπάρχει αυτό το κριτήριο, αλλιώς θα συνέχιζα, χωρίς ΠΟΤΕ να γνωρίζω αν 
σταματάει ή δεν σταματάει! 


Πράγματι, αν µετά μυρίων βασάνων έχω φθάσει στολ.χ. 17ο βήμα µιας ανθυφαίρεσης που θα 
ξέρω αν σταματάει (έχω ρητή σχέση) ή δεν σταματάει (έχω άρρητη σχέση) 


(Συνεχίζεται) 


Το κριτήριο λόγου µας εξασφαλίζει περιοδικότητα. άρα άπειρη ανθυφαίρεση. άρα αρρητότητα| 
από Ιωάννης Πλατάρος - Τετάρτη, 26 Οκτωβρίου 2011, 07:23ΜΜ 
Οποιονδήποτε στη σελίδα 





Έστωσαν δύο µεγέθηα. β («έστω» δύο μεγέθη α, β ή «έστὠσαν» δύο μεγέθη α, β είναι το 
σωστό;) 


Χωρίς βλάβη της γενικότητας, θεωρώ. ότι β-α 
Εκτελώ την ανθυφαίρεση μεταξύ των α και β 
αππιβτυι 

β:πρυιΓυ2 

0: παυ2Γυ3 

02--ςπ4υ2 Γ04 

υᾳ- πςυαᾳ Γὺς 

υα- πουςτυς 

υ5-- πτυς Γυ7 


9999999990 00000 


Όν- πνι2Όν-! Όν2 

Το παραπάνω είναι ένα κλασικό σχήµα περατούµενης ανθυφαίρεσης. 

Δεν είναι να το µάθεις απέξω. αλλά να βλέπεις, πώς απὀ το ένα βήμα πάµε στο άλλο. 
Να κάνουμε ορισμένες ερωτήσεις εμπέδωσης: 

Το ν, υπονοεί έναν φυσικό αριθµό που εννοείται µε τον τρόπο που κάνουμε τα βήματα. 
Μιλάμε για τον κλασικό αλγόριθμο του Ευκλείδους, εξαγωγής του ΜΚΔ (α,β) 

Πόσες σειρές έχω γράψει; 

Απάντηση: 


Ἐπτά βήματα έχω γράψει, αλλά έχω και δύο σειρές με τελίτσες. Με αυτό τον ΣΥΜΒΟΛΔΙΣΜΟ, 
εννοώ πόσες σειρές; 


(Όχι πάντως επτά!) 

Κοιτάω την τελευταία σειρά. 
Βλέπω το πρώτο ποὺ λέει Ὁν 
Άρα έχω ν σειρές; 

Δεν έχω ν, αλλά ν--2 σειρές! 


(Για κοίτα από ξεκινάει η αρίθµηση: (α, β. οι. 02, Ό3, ....., Όν) Άρα όλα µαζί είναι ν--2 


(Όποιος δεν το κατάλαβε, µου στέλνει μήνυμα) 

Πριν μιλήσω για το «κριτήριο λόγου». να θυμηθούμε, ότι αν κάνουμε την διαίρεση 
κ δια λ (λ«κ) .θα βρούμε κάποιο πηλίκο π και κάποιο υπόλοιπου 

Αν έχω α έναν αριθµό ας πούμε θετικό, και κάνω την διαίρεση 

ακ δια αλ., θα βρω τό ΙΔΙΟ πηλίκο πκαιτο ίδιο υπόλοιπου. 

Υπάρχει αντίρρηση: 

κ/λ.Ξξ ακ/αλ 


Κοιτάµε τώρα το αρχικό σχήµα της ανθυφαίρεσης (Δεν μπορείς να το δεις καλά απὀ την οθόνη. 
κάνε µια εκτύπωση!) 


Είναι νΓ2 σειρές (εννούνται) απὀ διαιρέσεις (ταυτότητες διαίρεσης) 
Αν κοιτάξεις καλά τις διαιρέσεις, είναι όλες του τύπου Όκ/Όκει 

Ας πούμε , αυτή, αντιστοιχεί στην διαίρεση 

Όκτπκ Όκει  Όκηρ 


Μετά ας πούμε από ρ βήματα πάω στην διαίρεση 





Όκερ- πκ21ρ Όκει ερ! Όκι2ηρ 

(άλλα ρ στο πλήθος βήματα έκανα) 

Ας πούμε τώρα, ότι ΠΑΡΑΤΗΡΟΥΜΕ ΤΥΧΑΙΑ, ΟΤΙ 

Όκ/ΌκεΞΌρ/Όρει 

Δηλ., µετά απὀ ρ βήματα έχω την ΙΔΙΑ ΕΠΑΝΑΛΗΨΗ! 

τι σηµαίνει αυτό; 

Όσα πηλίκα έχω βρει από το βήμα ν µέχριτο βήμα ρ. ΤΑ ΙΔΙΑ ΘΑ ΒΡΩ ΑΝ ΣΥΝΕΧΙΣΩ 
ΤΗΝ ΔΙΑΙΡΕΣΗ! Ληλ. δεν χρειάζεται να την συνεχίσω πάρα κάτω, διότι θα βρίσκω 
διαρκώς τα ἴδια πηλίκα, επαναληπτικά. 

Το ίδιο ΠΕΡΠΙΟΥ ΦΑΙΝΟΜΕΝΟ γίνεται όταν κάνω την διαίρεση 32 /7 
Ξ4,571425571425δ5714255714255714256............. (περίοδος το 71425) 


Κάπου βγαίνει ΙΔΙΟ υπόλοιπο, άρα θα συνεχιστεί το ίδιο έργο....... 


(κάντετη µετο χέρινα ΚΑΤΑΛΑΒΕΤΕ ΤΙ ΕΝΝΟΟΩ) 


Στην ανθυφαίρεση βγαίνει Η ΙΔΙΑ (ουσιαστικά) διαίρεση, διότι έχω ΙΔΙΟΥΣ ΛΟΓΟΥΣ 


Αν παρατηρήσω µια τέτοια αναλογία, δεν είναι ανάγκη να εκτελέσω διαιρέσεις µέχρι να 
σταματήσει η ανθυφαίρεση! Αφού βρήκα τον ἶδιο λόγο, πάει να πει, ότι απὀ το βήμα ν µέχρι 
το βήμα ρ θα ξαναπαίζεται το ίδιο έργο µέχρι να ξαναβρώ τον ίδιο λόγο κοκ. επ΄ άπειρον! 


ΔΗΛΑΔΗ, ΚΑΤΑΛΑΒΑΙΝΩ, ότιη ανθυφαίρεση ΔΕΝ σταματάει και συνεχίζεται επ΄ άπειρον 
ΑΡΑ ΕΧΩ ΑΡΡΗΤΗ ΣΧΕΣΗ! 


Ευτυχώς που υπάρχει αυτό το κριτήριο, αλλιώς θα συνέχιζα, χωρίς ΠΟΤΕ να γνωρίζω αν 
σταματάει ή δεν σταματάει! 


Πράγματι, αν µετά μυρίων βασάνων έχω φθάσει στολ.χ. 17ο βήμα µιας ανθυφαίρεσης που θα 
ξέρω αν σταματάει (έχω ρητή σχέση) ή δεν σταματάει (έχω άρρητη σχέση) 


Το κριτήριο λόγου δεν το εζήγήσα αυστηρά Μαθηματικά, αν και ὃεν είναι δύσκολη η εζήγησή του, δηλαδή, 
γιατί σε ἀλλα ρ βήματα θα ῥρώ {διο λόγο και σε άλλα ρ βήματα τον Ιδιο λόγο κ.Ο.Κ. 


(Συνεχίζεται) 
ΕΦΑΡΜΟΖΟΜΕΝΑ ΜΑΟΘΟΗΜΑΤΙΚΑΣΕΕΝΑ ΦΥΛΛΔΟ ΧΑΡΤΙΑ, 


Γάνγης ΠΠ. Πλατάρος , Καπετάν Κρόμπα 37, Τ.Κ. 242 00 ΜΗΕΣΣΗΝΗ 
Βλ. ὃ/ση: ΒΙαίαγος(ῶςοᾗ.ϱΥ 


Περίληψη: Στο πιο κοινό μέγεθος χαρτιού στον κόσµο , κρύβονται απροσδόκητα αρχαία μαθηματικά , τα 
οποία ανακαλύπτονται µε «1 εωμµετρία δια διπλώσεως» και τα οποία βασίζονται στο ὅτι το χαρτί 41 
διπλωνόμενο κατά µήκος παραμένει όμοιο προς εαυτόν ὁόπως καὶ στην «ανθυφαίρεση» του /2 µε την 
μονάδα. 
Εισαγωγή: Η απαίτηση που έχοµε από τα διάφορα µεγέθη χαρτιών φωτοτυπίας , είναι να είναι όµοια 
ορθογώνια παραλληλόγραμμα , έτσι ώστε κατά την σμίκρυνση ή μεγέθυνση, να υπάρχει πλήρης 
χρησιμοποίηση και του µήκους και του πλάτους . Η σμίκρυνση ή η μεγέθυνση είναι οµοιοθεσίες και θα 
πρέπει το οµοιόθετο ενός σήματος να χωρά ακριβώς στο µεγαλύτερο ή μικρότερο χαρτί. Επιπρόσθετα, για 
λόγους οικονοµίας στην κοπή τῶν χαρτιών, απαιτούµε ένα χαρτί διπλωνόμενο κατά μήκος, να παραμένει 
όμοιο προς εαυτόν . Αυτή η απαίτηση, µας οδηγεί στο παρακάτω σχήμα και στην αναλογία: 

’ 5 
ον ια 2ὐ ο» ἆ 2 
χΧ ΆἍ χ χ 
Σε κάθε νέα δίπλωση κατά µήκος (ή αντιστρόφως διπλασιασµό ) το νέο 
σχήµα διατηρείται όμοιο προς εαυτόν όπως φαίνεται στην ισότητα των 
λόγων: 

νι 


-- α πες στα. 


Έτσι, το διπλάσιο του φύλλου Α. είναιτο Α:3. το διπλάσιο του Α2 το μέγεθος Αι . Αντιστρόφῶς, το ήμισυ 
του Α.Α είναι το Ας κ.ο.κ. 





Στην μεγέθυνση µιας φωτοτυπίας Αι: σε Α:3 εφαρμόζουμε μεγέθυνση Μ/2(-- 14140) και αντιστρόφως σε 
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1 
σμίκρυνση Α:σε Α: εφαρμόζουμε σμίκρυνση ---Ξ ο Ξ(Ξ70,.758) 


ν2 


Κατασκευή του Αά: Η σχέση (1) δείχνει 
τετράγωνα έχουν λόγο 2. Αυτό παραπέμπει 
υποτείνουσας πλευράς σε ορθογώνιο και 
ισοδυνάµως στην σχέση διαγωνίου προς την 
. αν κατασκευάσουµε ένα τετράγωνο και 
την άλλη πλευρά σε παραλληλόγραμμο, 
µε το Α4. Αν µάλιστα πάρουμε την µικρή 
διαγώνιος θα είναι 2. «210ήήι-- 207ή1. 


να διπλώσει ένα χαρτί Α: κατά την έννοια 

σχηματίζοντας διπλωµένο τετράγωνο και να 

ότι η υποτείνουσα ὃ συμπίπτει µε την µεγαλύτερη πλευρά του Α.. 

Ἡ Ανθυφαίρεση του Α4: «ἀ4νθυφαίρεσιςο» ή «Ανταναίρεσις» ή «αμοιῤαία 

αφαίρεσις» . είναι ένας αρχαίος αλγόριθμος εύρεσης κοινού μέτρου (εφ΄ όσον υπάρχει) μεταξύ δύο 

(ομοειδών) μεγεθών . Στους ακεραίους αριθμούς, ο αλγόριθμος αυτός ταυτίζεται µε την γνωστή μέθοδο του 

Ευκλείδους δαγα]ής Μ.Κ.Λ., μεταξύ δύο αριθμών. Οι ακέραιοι έχουν πάντα κοινό µέτρο την µονάδα, ο 

σχετικός αλγόριθμος περατούται πάντα και άρα η σχέση μεταξύ δύο 

ακεραίων είναι ρητή. Αν όµως τα βήματα του αλγορίθμου 

συνεχίζονται επ΄ άπειρον, αυτό σηµαίνει ότι δεν υπάρχει κοινό 

µέτρο μεταξύ των μεγεθών και ότι η σχέση τους είναι άρρητη 

(«Στοιχεία») Ευκλείδους, βιβλίο Χ, πρόταση 2) 

Περιγράφουµε τα βήματα του αλγορίθμου στο διπλανό σχήµα: 

ἄτοα., χωρά στο δ, | φορά καιπερισσεύει δ-α -«α 

(1.) Το δ-α., χωρά στοα , 2 φορές καιπερισσεύει 2α-2δ-δ-α. 

(11:)Το 3ᾳ-2δ , χὠρά στο δ-α. 2 φορές και περισσεύει 5δ-7α-2ᾳα-2δ 

(ν.)Το 5δ-7α , χῶρά στο 3α --2δ . 2 φορές και περισσεύει 17α -- 

125«5δ-7α 

(ν.)Το 17α --12δ . χωρά στο 5δ-7α , 2 φορές και περισσεύει 20δ- 

4ἱας 17α --12δ 

ὃα-2δ Ἡ Διαδικασία αυτή εκ πρώτης όψεως δεν ἕέρουμε αν περατούται ή 

συνεχίζεται επ᾽ άπειρον. Με διπλώσεις είναι πρακτικώς αδύνατον 

να ξεπεράσουµε το τέταρτο βήμα του αλγορίθμου , ενώ µε 

δ-α παδ  αλγεβρικούς υπολογισμούς χρειάζεται να κάνουμε συνεχώς δοκιµές 

πράγµα που συνεχώς δυσκολεύει. Συνεπώς. για να αποφανθούµε για 

το άπειρο ή πεπερασμένο του αλγορίθμου, χρειαζόμαστε ένα 

κριτήριο , το οποίο υπάρχει και πληρούται για την 

συγκεκριμένη περίπτωση. Λέγεται «κριτήριο λόγου» και θα δούµε πώς εφαρμόζεται. Παρατηρούμε, ότι 

σα. αξία 
α ο. 

έως το βήμα (11) θα επαναλαμβάνεται η ἴδια . δηλ. το τµήµα της µετο Ψψηφίο 2. («κριτήριο λόγου») Με 

τις ιδιότητες των αναλογιών μπορούμε να το δούµε και ὡς εξής: 

ενα ρα.-.ο. (δα) 2α-σα). Φο-πά  ὁ 
α δ--α α--2(ὃ -α) 3α-2δ 

Αυτή η διαδικασία δίνει τα διαδοχικά υπόλοιπα του αλγορίθµου επ΄ άπειρον. 

Έτσι, η ανθυφαιρετική σχέση πλευράς προς διαγώνιο δίνεται απ΄την σχέση: 

Ανθφ(δ.α) Ξ[1.2.2,2,2.2,2,....] η οποία είναι περιοδική µε περίοδο το 2 και 


λόγο πλευρών των οποίων τα 
στον λόγο κάθετης και 
ισοσκελές τρίγωνο ή 
πλευρά τετραγώνου. Επομένως 
λάβουμε την διαγώνιό του ὡς 
έχοµε κατασκευάσει ένα όμοιο 
πλευρά 210ΠπΙπΠ τότε η 


Ως επαλήθευση µπορεί κανείς 


του  διπλανού σχήματος 
διαπιστώσει . µε νέα δίπλωση, 








Σχ.3 














ὃδ-7α . 





/29δ-4Ία 











(«5 2α” -- δ' που ισχύει). Αυτό σηµαίνει, ότι η ανθυφαιρετική σχέση από το βήµα (11) 





1 














Π -Ἡ ουσιαστικά δίνει µια απόδειξη της αρρητότητας του κ. 
24 Π Σε σύγχρονη µαθηµατική γλώσσα . η αρχαία αλγοριθμική διαδικασία 
ση : [ παριστάνεται απὀ το συνεχές κλάσμα: 
-- 
ον : : Το κ υπάρχει και είναι το ο (δηλ. ο άρρητος λόγος α ) και µπορεί να το 
'-- α 


διαπιστώσει κάποιος µε αλγεβρικό χειρισμό (γνωρίζοντας όµως απαραιτήτως ότι 
το συνεχές κλάσμα συγκλίνει σε πραγµατικό) ὡς εξής: 


Πλευρικοί και διαµετρικοί αριθµοί: Οι Αριθμοί που εμφανίζονται ὡς συντελεστές στα ὃ και α λέγονται 
«πλευρικοῦ και «διαμετρικοῦ αριθμοί αντιστοίχως . έχουν μελετηθεί απὀ τους Πυθαγορείους και 
αναφορές σε αυτούς έχοµε απὀ τον Θέωνα τον Σμυρνέα (42-45)από τον ἹΙάμβλιχο στα Σχόλια εις 
Νικόµαχον τον Γερασινό. (91-93) , απὀ τον Πλάτωνα στην Πολιτεία (5465) και απὀ τον Πρόκλο στα σχόλιά 
του στην Πολιτεία του Πλάτωνος. Οι αριθμοί αυτοί έχουν τις εξής ιδιότητες: 














1 1 1 Α) Είναι µέλη δύο 
κ -- -τοίξοε--------ε---ε 
2 1 2 1 κ.Ι ακολουθιών που ορίζονται µε 
ἵ ώ 1 ν ; 1 διπλό αναδροµικό τύπο, ως 
. . , 
2... 2... εξής: 
1 1 1 αρ]. δι]. ατα, Γδ, () κο 
ο 2σκ-]----25κ--ώ2μεδεκτήτην2 π ῃ .. 
η 1 κι κ.Ι :. Οι πρώτοι Ὁ όροι των 
1 ακολουθιών είναι: 
2 
28. 





ας. 2 15112 129 170 Ι 169 | 40δ οσο νι 









































να Πμ. ο πΗΤΣΙ 9ο 259. δι ος ος 





Β) Οι ακολουθίες συνδέονται µε την λίαν ενδιαφέρουσα σχέση 2α7 --δ- --(-Ώ)’νν ΕΝ(3) Πράγματι, αν 
υψώσουμε στο τετράγωνο και τα δύο µέλη των (1) και (2) διπλασιάσουμε την πρώτη σχέση και 
αφαιρέσουμε κατά µέλη θα καταλήξουμε στην σχέση 2α2,--δὲις-(2α” --δ2)---(-ϱ" -(-ὐ”" 
Μάλιστα ο Πρόκλος (2.27.1-2.29.4) . αποδεικνύει την (3) κάνοντας χρήση της προτάσεως Π.Ι10 των 
Στοιχείων του Ευκλείδους («λαφυρόν θεώρηµα)) Το εξαιρετικά ενδιαφέρον είναι, ότι σύμφῶώνα µε τους 
γαη ἆετ Ἰλ/αετάεπ Στυλιανό Νεγρεπόντη κ.ά. πρέπει να θεωρηθεί βέβαιον, ότι ο Ευκλείδης εγνώριζε την 
μέθοδο απόδειξης της τελείας επαγωγής. Ο απ ἆειτ Ἰλαετάεηπ μάλιστα ισχυρίζεται, ότι ήταν γνωστή στους 
Πυθαγορείους καθώς και τον Ζήνωνα τον Ελεάτη (55: αιώνας π.Χ.) . Τα επιχειρήματα είναι αρκετά και το 
κύριο των οποίων εστιάζεται στο ότι η πρόταση Π.10 αφ΄ ενός έχει µια εξαιρετικά εξεζητηµένη ειδική 
διατύπώση και αφ΄ ετέρου δεν εφαρµόζεται πουθενά αλλού στα «Στοιχεία». Όμως, η Π.Ι0.. συνιστά την 
απόδειξη της (3) στο βήµα «αποδεικνύω για νς κ{Ι» της επαγωγικής μεθόδου. 


ὃ | --1)” 
Επίσης η (3) ισοδυναμεί µε την σχέση ---- 2-{ ν (4) η οποία ορίζει µια νέα ακολουθία ρητών 
α α, 








αριθμών που συγκλίνει στο Μ2. Μάλιστα όπως φαίνεται στο β΄µέλος της (4). έχομε όρους που είναι 


διαδοχικές προσεγγίσεις εναλλάξ κατ΄ έλλειψιν και καθ΄ υὑπεροχήν του Μ2 και μάλιστα µε σηµαντική 
ταχύτητα. Παραστατικότερα αυτό φαίνεται στον παρακάτω πίνακα : 





δ/ία 1111141611 41511 4Ι4211.4Ι420 11414215 11.4Ι421391 



































2 --Ι.414213562373095048801688724209698078569671875376945Ι... 








΄ ὁ 1 2 5 

Επίσης ισχύει: ---Ξ--,-----Ξ-τ-.--------- κοκ. 
ο Ἱ 
-- α Ξ 

- 2 2γ- 

2---- 

2 
Σήµερα η (3) είναι µια µορφή της «εξίσωσης του ΡεΙῬ που έχει θεµελιακή θέση στην θεωρία αριθμών. 
Ακόμα η {α,)ιων λέγεται «ακολουθία ΡεΙΙ» καθώς και η {δι,λ}νν που είναι µια γενικότερη περίπτωσή της. 
Οι «αριθμοί ΡεΙ») συνδέονται µε τους «αριθμούς Ιποα5» Και µε τους «αριθμούς ΕΙβοπαςοί » για κάθε 
περίπτὠση των οποίων έχοµε έναν απίστευτο όγκο παγκόσμιας βιβλιογραφίας . Σήµερα γνωρίζουμε ότι και 
για τις δύο ακολουθίες{α,)ιιν καὶ {δν]νν ἰσχύει ο ίδιος αναδροµικός τύπος: α,,,-- Ζαν Γαν. απ΄ όπου 
µε την βοήθεια της χαρακτηριστικής εξίσωσης, μπορούμε να υπολογίσουμε και τους γενικούς όρους , για 
(134: ψ2)’ -- (1 --ν2) νο ιμάζ- (14: ν2)” Ε(/ --ν2) ον 

292 2 








την περίπτωσή µας: αι, Ξ- Ν 


Δύο σχέσεις που συνδέουν τις ακολουθίες και που συνδέεται Και µε την ανθυφαίρεση, είναι η 
ὃ, -α, τς ορ ο)” «νΝνεΝ καιὸ, ψρα, . (92 8” .νν ΕΝ οι οποίες µε πολλαπλασιασμό κατά 
µέλη δίνουν την θεμελιώδη σχέση (3) 

Μια γενική ανθυφαιρετική σχέση που συνδέει πλευρικούς και διαμετρικούς αριθμούς, είναι η ανθφ( 
α, -δ,ν2.,1)Ξ[2δ,,25,,25,.25,.25,....] 

Σειρές: Απ ᾽το σχήμα 3. φαίνεται, ότι αν προσθέσω το εμβαδόν του πρώτου τετραγώνου και τα εµμβαδά 
των απείρων ορθογωνίων που δημιουργούνται µε την ανθυφαίρεση, θα πάρω το εμβαδόν του Α4. Δηλ.: 


α «2(δ --α) --2(9α--2δ) --2(5ὸ-- Τα) «-2(17α--12δ) --2(29δ --41α)’ -Ε...«-- αδ ή 
αἲ. -25 [(-0'α,δ-ε(-2''δια --αδ. (5) 


κ-θ 
Επίσης, αν προσθέσουµε όλα τα µήκη των απείρων ορθογωνίων κατά την οριζόντια διεύθυνση έχοµε το 
άπειρο άθροισμα ίσοµεα Ληλ. 


2(ὃ --α) -Γ2(5δὃ --7α) Γ2(29δ --4]α) Ε....-α ή 22 (α,δ--δ,α)Ξα (6) 
κ-θ 

Επίσης το άθροισμα όλων των µηκών των απείρων ορθογωνίων κατά την κατακόρυφη έννοια, είναι δ-α., 

δηλαδή: 

2(3α--2δ) Γ2(17α--125)-:2(99α--70δ)-...Ξδ--α ή 25 (διμα--α 


2κ-ἱ 2κ-Ι 


ῥ)Ξδ-α (7) Οι ισότητες (6) 
κ-θ 
και (7), µε πρόσθεση κατά µέλη , δίνουν το άθροισµα όλων τῶν μηκών τῶν απείρων ορθογωνίων: 
22 (ὃ α-- αι ιιὸ)Έ 25 (α,ὃ -δ,α-δ-ατα-ς 
κ-θ 


2κ-ἱ 
κ-θ 


ὡ ο οο 
2 (δι ια-αιιμδ)Γ} (αιιδ-διια)-δ«Ὢ» 25 [-1α,δτ(-)) δια]--δ 
κ-θ κ-θ κζθ 
Σε όλα τα ανωτέρω, µπορεί ο αναγνώστης να θεωρεί αξΙ και ὃξ α[ῶ., 
Επειδή η σύγκλιση τῶν σειρών παρουσιάζεται εποπτικά, µπορεί να δικαιολογηθεί και θεωρητικά µε αρχαίο 
κριτήριο σύγκλισης των «Στοιχείων» του Ευκλείδους την περίφηµη «μέθοδο εξαντλήσεως» (Χ. 1) σύμφωνα 
µε την οποία, αν από ένα μέγεθος αποκοπεί τµήµα μεγαλύτερο του ηµίσεως και απὀ το εναποµένον 
αποκοπεί τµήµα πάλι μεγαλύτερο του ηµίσεως και αυτό γίνεται συνεχώς, τότε µετά από πεπερασμένα 
βήματα, το εναποµένον, µπορεί να γίνει οσοδήποτε μικρό. Το κριτήριο πληρούται τόσο για τα 
«αποκοπτόµενα ορθογώνια) από το Α:, όσο και για τα «αποκοπτόµενα μήκη» των ορθογωνίων. 
Καμπύλες: Αν τα προκύπτοντα ορθογώνια κατά την ανθυφαίρεση τα διατάξουµε µε κυκλική φορά, 
κάνοντας τις διαιρέσεις από τα αριστερά προς τα δεξιά και από 
κάτω προς τα πάνω, τότε οι κορυφές των ορθογωνίων 
ευρίσκονται σε µια καμπύλη που ονομάζεται εσώστρεφος 
ηλιοτροπική. επειδή οι σπόροι του Μὐλιοτροπίου είναι 
τοποθετημένοι στο άνθος του σύμφωνα µε µια τέτοια καμπύλη, 
η οποία έχει άµεση σχέση και µε τοὺς αριθμούς Εϊδοπαοσί. 
Συμπεράσματα: Για άλλη µια φορά φαίνεται, ότι τα μαθηματικά 
είναι «εφαρμοζόμενα» σε κάθε πτυχή του επιστητού αλλά και 
της καθημερινότητας . είναι µπροστά στα µάτια µας και 
μοιάζουν µε «λαχείο ξυστό» Το µόνο που χρειάζεται είναι να 
ξύσουμε για να αποκαλυφθούν. Το αν θα είναι και εφαρµοσµένα 
εξαρτάται απὀ την «τύχη» µας και βεβαίως από τις ανθρώπινες ανάγκες µας 


Βιβλιογραφική αναφορά: 

1) Σηµειώσεις μεταπτυχιακού µαθήµατος «Αρχαία Ελληνικά Μαθηματικά» στο Παν. Αθηνών ͵χειµερινό 
εξάµηνο 2001-02 διδάσκων Στυλιανός Νεγρεπόντης. 

2) Ευάγγελου Σ. Σταμάτη «Ευκλείδους Στοιχεία» τ. 1. Π. ΠΠ. Ο.ΕΔ.Β 

3) Ευκλείδη Στοιχεία τ. 2. έκδοση Κ.Ε.ΕΠ.ΕΚ. Αθήνα 2001 

4)Εξαρχάκου Θεοδώρου «Η αρχαία Ελλάδα κοιτίδα της μαθηματικής σκέψης» Πρακτικά 179 Συνεδρίου 
ΕΜΕ Αθήνα 2000. 

5) Πίίρ:/πια(πν/οΓ]ἀ.ννοΗταπι.οοπι/ Ρε ΝαπΙΡοΓ.ΠίπΙΙ 


6) πίρ://α5εις.(εΠαΓίαΠ.Πεί/Ἡ5ε]ατ/πιαίΠ5/ρε!1/ 
7) πάρ:/πιπθεις.οεοπιριία({οη.[ΤεἙ.ΓΓ/(οπςίαπίς/ρατί2/δατί2.ΠίπΙΙ 


Αυσίγαςί: Τη Πιο πιοδί ΟΟΠΊΠΙΟΠ 5176 ΟΕ Ρ8ρεί {πΠ {πε ννοτ]ᾱ, ἴπετε αἴο9 Ἱπο]αάεά Πἰάάεπ αποϊεηί πιαίπεπια(ίος, 
Ψ/ΠΙΟἨ οαηΏ Ὄο ἀϊδοονοτοά ΠΠ πε «(εοπιείτγ Πποιρί Γοἰάϊπρϱ». Τῃεςε αΓο Ὀαδοά ἵΠ {πε [αοί {Παί ἴἴπε ραροί 


[ο]άρά ἵπ Ιεπρίῃ τεπιαίης 5Ιπ]Ί]: {ο Π5α]{, ας Υ/ε]] ας ΙΠ {πε «απίμγρμαετοςίςδ» ο{ Μ2 νέα ἴο υπ]ί 
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Α΄Λυκείου. Ομάδα 1 


Μάδηµα: Ερευνητική Εργασία στα Μαδηματικά, για στην ανακάλυψη της αρρητότητας 


Δραστηριότητες Εβδομάδας: 


1. Να αναζητηθεί η πολυσηµία του όρου «λόγος» Τι σηµαίνει στα νέα Ελληνικά, τι 
σηµαίνει στα Αρχαία Ελληνικά. Να αναζητηθούν τα αντίθετα, τα παράγωγα και να 
οριοθετηθεί τα νόηµα τη λέξης το μαθηματικό απότις άλλες σημασίες ὁὀπωςτου 
«ορθού λόγου» της «ομιλίας» σε σχέση µετην έννοια «σχέση» Διαβάστε το 
προοίμιο {τι είναι το «προοίµιο;») του Κατά Ιωάννην Ευαγγελίου (Κεφ.1, 1-4) και 
αντικαταστήστε την λέξη «λόγος» µε την λέξη «σχέση» 

2. Να εκτελέσετετον Ευκλείδειο αλγόριθμο γιατους αριθμούς γ2και1 ωςπρος 
τα 5 πρὠτα βήματα. 

Υπόµνηση: Όταν ο Ευκλείδειος αλγόριῦμος μεταξύ δύο μεγεθών περατώνεται, τα δύο µεγέδη 
έχουν κοινό μέτρο. Όταν δεν περατώνεται, τα δύο οµοειδή µεγέὺδη (αριθμοί, ευθύγραμμα 
τμήματα κτλ) δεν έχουν κοινό μέτρο. Γεννάται όµως η απορία: Πώς δα ξέρουμε αν τελειώνει ή 
δεν τελειώνει ο αλγόριθμος; Κι αν τελειώνει σε 100.000 θήµατα, φὑάνει η ζωή ενός ανθρώπου να 
τα εκτελέσει; Μήπως υπάρχει κάτι τιπου να µας επιτρέπει να αποφανὺούµε αν τελειώνει ή όχι; Το 
ερὠτηµα το κρατάμε ανοικτό μέχρι στιγµής.... 

3. Είναι γνωστό, ότι ο ευκλείδειος αλγόριθμος εύρεσης ΜΚΔ δύο Φυσικών, είναι 
ταυτόσηµος µε την διαδικασία της ανθυφαίρεσης. Να βρείτε ποια σχέση έχει αυτός 
ο αλγόριθµος µε τα «συνεχή κλάσματα» Αφού βρείτε την σχέση, να γράψετετα 

1000 


| 120 ' ' 
Κλάσµατα”.; Και πο ὣς συνεχή κλάσματα. 


Γιάννης Πλατάρος -Μαθηματικός 


Μεσσήνη 22/11/2006 


Διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύμπτωτης συνάρτησης 


Λέγοντας τον όρο «διδακτικά (ή και γνωστικά) εμπόδια» εννοούμε τα επιστηµολογικά εμπόδια! που όταν 


μπαίνουν στην διδακτική πρακτική ονομάζονται έτσι. Στην συγκεκριμένη περίπτωση, ένα διδακτικό εμπόδιο 


είναι η ἴδια η ετυμολογία της 


λέξης 


παραπέμπει σε µια ευθεία που 


αφού  νοηµατοδοτικά 


«τείνει να ἡυγίνει εφαπτόµενη 
στην καμπύλη στο άπειρο» ὣως 
µια ευθεία «που πλησιάζει στο 
άπειρο το γράφημα της 
συνάρτησης χωρίς να το 


ακουµπάώ) τέλος πάντων, τη 


ετυμολογία παραπέμπει σίγουρα 
σε «μια ευθεία που δεν ακουμπά 
την συνάρτηση» . Να 
επαναλάβουµε, ότι αυτές οι 
πληροφορίες, δεν βγαίνουν από 
τον µαθηµατικὀ ορισμό τῆς 
έννοιας της ασύμπτωτης, αλλά 
από την ίδια την λέξη -όρο -- 
έτυµον 


«ασύμπτωτη» Να µην 


ξεχνάμε, ότι η ἴδια η λέξη, 
προὐπάρχει της µαθηµατικής 
έννοιας Ένας µαθητής κάλλιστα 
µπορεί να την γνωρίζει και να την 
έχει καταχωρίσει στο μυαλό του 
µε την σωστή σημασία.” Η 
µαθηµατική σημασία για να 


καταχωῶριστεί επιτυχώς εκ νέου 





ΟΡΙΣΜΟΣ 
Αν πι Γ(α)Ξέ (αντιστοίχως μι /Γ()Ξ4). τότε η ευθεία νγξέ λέγεται ορι- 


ζόντια ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της /Γ στο 19ο (αντιστοίχως 
στο --οο). 


9 Έστω η συνάρτηση 


Γῶ-κ-ιι-- 
χ 


και η ευθεία 


σα) Ξκ-]Ι (Σχ. 46). 


Ἐπειδή Ιἰπι[ {(α) -- σ(α)]- Ππι Ξ0. καθώς 
αρ ᾱκ-αο χ 


το χ τείνει στο 9ο. οἱ τιμές της / προσεγγί- 

ζουν τις τιµές της σ. Δηλαδή. η γραφική πα- 

ῥράσταση της [Γ προσεγγίζει την ευθεία 

γςτκ-]. Στην περίπτωση αυτή λέμε ότιη ευθεία νςκ-] είναι ασύμπτωτη 
(πλάγια) της 6, στο ο. Γενικά: 


ΟΡΙΣΜΟΣ 


ΗἩ ευθεία νξλκΕβ λέγεται ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της Γ στο 
«σσ, αντιστοίχως στο --ο,. αν 
μπι [/α) "κο. 


αντιστοίχως 
Ππι[/(α) (4 β)ΙΞ0. 


Η ασύμπτωτη ν-/κ-β είναι οριζόντια αν 50. 
πλάγια ασύμπτωτη. 


ενώ αν Αλ-0 λέγεται 


Για τον προσδιορισμό τῶν ασυμπτώτῶων µιας συνάρτησης ισχύει το παρακάτω 
θεώρημα. του οποίου η απόδειξη παραλείπεται. 


ΘΕΩΡΗΜΑ 


ΗἩ ευθεία ν5λχβ είναι ασύμπτωτη της γραφικής παράστασης της / στο 
ἀσο. αντιστοίχως στο ---ο. αν και µόνο αν 


ἥπι 4/8) 
οκ ον - 


Ξ)λεξκ και Ἠπι/α)-λχ1ΞβΕΝ. 


αντιστοίχως 


Μπι 0) εδ καὶ Πα [/() -λχ]ΞβεΚ. 


κυρ. χ 


Τα επιστηµολογικά εμπόδια ( οὐσίασ[ος ἐριςίόπιοἰορίφιμος) είναι εσωτερικές αναπαραστάσεις που περιέχουν το προφανώς σωστό. 
Σε κάποιες περιπτώσεις είναι χρήσιμες αλλά τελικώς απενεργοποιούν την διαδικασία οικοδόμησης της γνώσης 


"Ένας Αγγλόφωνος μαθητής δεν έχει κανένα τέτοιο πρόβλημα, αφού οι όροι αδγπηρίοίϊςο , αδυπιρίοίς δεν του λένε τίποτα από 
απόψεως ετυµολογικής αφού απλούστατα είναι Ελληνικές! 


Γιάννης Πλατάρος -Μαθηματικός Μεσσήνη 22/11/2006 
στον εγκέφαλο, ως ένα νέο γνωστικό σχήµα που να τροποποιεί το προὐπάρχον παλαιό, προὐποθέτει µια 


γνωστική σύγκρουση η οποία κατ’ ουὐδένα τρόπο προσφέρεται µε το σχήµα του βιβλίου . Το σχήµα εντείνει 
την παραμονή του πρότερου προὐπάρχοντος γνωστικού σχήµατος δεν συμβάλλει στην σωστή τροποποίησή 


του , ενώ αυτό θα μπορούσε να επιτευχθεί µε την παράθεση και ενός άλλου σχήματος όπου λ.χ. µια 











συνάρτηση {Γ:1Κ --»Ικ. έχει άπειρα κοινά σηµεία µε την ασύμπτῶώση και μάλιστα αν θεωρήσω Μ250 οσοδήποτε 





µεγάλο και τον περιορισμό της Γστο [Μ. οσο] η { µετην ασύμπτωτη να έχει άπειρα κοινά σηµεία. 

Το βιβλίο του ΟΕΔΒ μάλιστα διασαφηνίζει- ώστε να µην υπάρχει καμμία παρανόηση εκ μέρους των µαθητών- 
ότι «...η γραφική παράσταση της Ε. προσεγγίζει την ευθεία Υ--...... » (βλέπε παραπλεύρως) Για την έννοια 
της «προσέγγισης» το σχήµα που παρατίθεται µιλά απὀ µόνο του και βεβαίως καλύπτει την έννοια τῆς 
ασύμπτωτης αυστηρά και µόνο για την συγκεκριμένη συνάρτηση. Το σχήµα αυτό δεν καλύπτει όλες τις 
κλάσεις , αφού υπάρχει µία τουλάχιστον άλλη κλάση συναρτήσεων κάθε αντιπρόσωπος της οποίας, έχει κοινά 


σηµεία (πεπερασμένα ή ἀάπειρα µε τις ασύμπτωτς . Μια τέτοα συνάρτηση είναι η 


-.. 
χ{Γ--διηπχ-, αν Υ-0 





ρα. χ η οποία επιδέχεται ὡς πλάγια ασύμπτωτη και στο -οοΚαί -Γοο την ΥΞχ 
0θ.αν Ξ0 
«Πράγματι: -- 
εν χ--δίπχ 1 
Ηπι --πι--ᾱ Ξ- Ππι(1 ----οδίη χ”)Ξ1340--0 
χ--δοο Χ χ-λοο Χ χ-δοο Χ 


Ενώ αρ ο ωωο- ἁπωή -Ί)Ξ-0 
χ--»οο χ--»οο χ 








Γιάννης Πλατάρος -Μαθηματικός Μεσσήνη 22/11/2006 


























ο 
Να αποδειχθεί, ότι είναι δυνατόν να υπάρχειτο ἨῃΠῃ 1ί ) εκ.,.αλλάη { (4) να µην έχει πλάγια 
ασύμπτωτη. 

2 . : (8) ο αΈσυν] κ 
ΑΠΑΝΤΗΣΗ: Αν π.χ. {Γ(α)ΞακΕσυν΄χ/Κ, τότε με Ίπἵ--------εε 


χ-δ ο χ--λ-μοο Χ 





») 
ο «Ἴγνκοτι 


χ--»σο Χ 


Όμως πι ( τὰ (α) -- λκ) Ξ- ΊϊΠι συν΄χ. Το τελευταίο όριο δεν υπάρχει, διότι αν θεωρήσω κ, -- 2Ηπ --» 9ο, τότε 
χ--»γοο χ-» Του 


πι συν-α͵ Ξ Ίπι συν’ 2ηπ-- Ἠπι { - 1. ενώ αν 
Π--»-Γοο Π--ὸοο Που 


π η 9 2 --- - 
ν, Ξ2ππ-{---»-οο,τότε Ίπι συν΄ν,- Ππιθ-οθ. 
2 Ἰ--»-γοο --»-γοο 





Ἡ γραφική παράσταση της {(α)ξ αχ συν΄χ εφάπτεται σε άπειρα σηµεία µε την ευθεία ΥΞχ . αλλά δεν υπάρχει διάστηµα 


της µορφής [Μ. -Γοο) ή (-οο «-ΜΙ (µε Μ20 . και Μ οσοδήποτε µεγάλο) έτσι ώστε σε αυτό το διάστηµα η μεταξύ τους 


απόσταση να τείνει στο 0 


Γιάννης Πλατάρος -Μαθηματικός Μεσσήνη 22/11/2006 


Ένα άλλο παράδειγµα µε οριζόντια ασύμπτωτη αυτή τη φορά είναι το παρακάτω: 


ημχ 
Θεωρώ την { (4) πα ο γι αυτήν ισχύει ότι: πι 3. 0 και πι η , πράγμα που σηµαίνει 


1 χ-θ χ-.δοο Χ-λ-οο. Χ 
» 


ότι η ευθεία γ--θ (δηλαδή ο άξονας κκ) είναι οριζόντια ασύμπτωτη της /{ (0. 


Όμως η { (9) και ο άξονας αχ’ έχουν άπειρα (αριθµήσιμα) κοινά σηµεία, αφού η εξίσωση 


ο Ξθςνσημχκξθς» (α Ξκπ.κε Ζ) και έτσι φαίνεται η απειρία των κοινών σημείων. 


αφθ 





ημχ 
πι, ἆΔάθ . 
Να σημειώσουμε, ότι η συνάρτηση { (8) τὰ κ είναι παντού συνεχής και έχει την µορφή µιας αποσβενυόµενης 
1, κΞθ 


φθίνουσας ταλάντωσης και προς το Γ0ΟΌ και προςτο -Ο0Ο, όπως φαίνεται στην παραπάνω γραφική της παράσταση 


Τελικά .η σύγχυση της έννοιας «ασύμπτωτη συνάρτησης) εκτός από την ετυμολογική σημασία της λέξης 
«ασύμπτωτη» (και δευτερογενώς από υπάρχουσες ελλιπείς εικόνες στα εγχειρίδια ή ελλιπή παραδείγματα) 


προέρχεται και από κάπου αλλού; 





Απάντηση: 

Ναι, υπάρχει και µια άλλη πηγή της σύγχυσης αυτής, απόλυτα φυσιολογική. Αυτή η πηγή, είναι η έννοια της 

«κατακόρυφης ασύμπτωτης) όπου εκεί, όντως η κατακόρυφη ασύμπτωτη. «πλησιάζει οσοδήποτε κοντά 

την συνάρτηση χωρίς να την τέμνει» 

Αυτό συμβαίνει εξ ορισμού της κατακορύφου ασύμπτωτης συνάρτησης και ουσιαστικά συνιστά την 

γεωμετρική σημασία τῶν μπι Τα) Ξ ο εἴτε πι Γ(α)Ξ -οο εἴτε πι Γ(α0)---οο είτε πι Γ(α) ---οο 
χ--»χρ κ-δχρ ᾱ--»χρ 


Χ δρ 


εἴτε Επι Γ(α)-- ποσο εἴτε πι /(α)ς ου. 


χα -δχρ 
Ένα πρὀχειρο επιχείρηµα στην ερώτηση «Φιατί κύριε ή κατακόρυφη ασύμπτωτη δεν είναι δυνατόν να τέμνει 
το γράφημα της συνάρτησης» και η εις άτοπον απαγωγή: «Αν την έτεµνε τότετο [πι { (αι) θα ήταν 
α--δαρ 


πεπερασμένο και ίσο µετο /{(αι) . αλλά έχοµεπει ότι υπάρχουν κατακόρυφες ασύµπτωτες , όταν το μπι Τα) 
χ--δχρ 


απειρίζεται.» 


Γιάννης Πλατάρος -Μαθηματικός Μεσσήνη 22/11/2006 


Συνόψιση όλων των παραπάνω: 


Που έγκεινται τα διδακτικά εμπόδια στην έννοια της ασύµπτωτης συνάρτησης; 


Απάντηση: 
ο Στην ελληνική ετυμολογία της λέξης «ασύμπτωτη» 
ο Στην έλλειψη καταλλήλου παραδείγματος στο διδακτικό βιβλίο. 
ο Στο ότιόλεςοι κατακόρυφες ασύμπτωτες εξ ορισμού δεν μπορούν να τέµνουν το διάγραµµα µιας 
συνάρτησης. 


Πώς αίρονται τα παραπάνω εμπόδια; 


Απάντηση: 


9 Με έντονη επισήμανση. έντονο τονισμό, ότι µπορεί η έννοια να λέγεται «ασύμπτωτη», αλλά την λέξη 
την διάλεξαν ξένοι για λογαριασμό µας, εµείς την µεταγράψαµε φυσιολογικά στην γλώσσα µας, αλλά 
σε µας σηµαίνει την µη έχουσα κοινά µέρη µε την συνάρτηση!. Όμως, απὀ τον μαθηματικό ορισµό της 
έννοιας αυτό είναι δυνατό | 
Με την ύπαρξη --τοποθέτηση στο διδακτικό βιβλίο τουλάχιστον ενός παραδείγματος ασυµπτώτου που 


έχει κοινά σηµεία και μάλιστα άπειρα µε το διάγραµµα της συνάρτησης . Το παράδειγµα να είναι τόσο 
χαρακτηριστικό, όπου αν θεωρήσω Μ250 οσοδήποτε µεγάλο και τον περιορισμό της Έστο [Μ, --οο] η 
Ἰ. µετην ασύμπτωτη να έχει άπειρα (αριθμήσιμα) κοινά σηµεία . 


Στην επισήμανση στο βιβλίο, ότι μόνο στην έννοια της κατακόρυφης ασύμπτωτης η ασύμπτωτη δεν 
είναι δυνατόν να έχει κοινά σηµεία µε την συνάρτηση. 





Γεωμετρικά υποδείγματα συναρτήσεων. 


Ἰωάννης Π. Πλατάρος 
Μαθηματικός, Καπετάν Κρόµπα 37. Τ.Κ. 24200 ΜΕΣΣΗΝΗ 
ηλ«ταχ. ΡΙαίατος(ῶδο[.οτ 


Περίληψη 

Κάποια απλά υποδείγµατα της Ευκλείδειας Γεωμετρίας μπορούν να δείζουν 
τήν ὑπαρζη απεικονίσεων μεταξύ ευθ. τμημάτων, ευθειών , ἠμιευθιών , 
τόζων κύκλων κ.τ.λ. οι οποίες έχουν εξαιρετικό ενδιαφέρον καθ΄ εαυτές και 
επάγουν σε αντίστοιχες πραγματικές συναρτήσει. Έτσι , συνδέεται 
περισσότερο ή ΓΕυκλείδεια Γεωμετρία και µε τις συναρτήσεις, πράγμα που 
συμβάλει στην ανάδειξή του ενιαίου τής συνέχειας και τής συνεκτικότητας 
των μαθηματικών κλάδων. 


Εισαγωγή 
Στο Λύκειο, υπάρχουν κλασικά προβλήματα . όπως. π.χ. µεγίστων και 
ελαχίστων στα εµβαδά , τα οποία μπορούν να επιλυθούν µε γεωμετρικές, 
αλγεβρικές ή και αναλυτικές μεθόδους και να φανεί η ενότητα τῶν τριών 
κλάδων των μαθηματικών . οι διαφορές τους καθώς και τα πλεονεκτήματα 
ή μειονεκτήματα κάθε µιας. Π.χ. το πρόβλημα της εύρεσης του 
παραλληλογράμμου µε μέγιστο εμβαδόν, από όλα όσα έχουν σταθερή 
περίµετρο, µπορεί να επιλυθεί και µε τις τρεις μεθόδους. Ωστόσο . ένα 
τµήµα ύλης που θα συνέδεε την κλασική Ευκλείδεια γεωμετρία απ΄ ευθείας 
µε τις απεικονίσεις και Ιδία τις συναρτήσεις δεν υπάρχει στα βιβλία της 
Μέσης εκπαίδευσης .Αν εξαιρέσουμε τις κλασικές απεικονίσεις «συμμετρία 
ως προς Κέντρο» , «συμμετρία ὡς προς σηµείο» «στροφή» και «μεταφορά» 
(όπου κι αυτές παρουσιάζονται χωρίς ιδιαίτερες επεκτάσεις και εφαρμογές) 
Κάτι άλλο δεν υπάρχει και µια τέτοια απόπειρα θα κάνουµε µε την 
παρούσα εργασία. 
Πρόβλημα Ι. 
Να βρεθεί συνάρτηση {:[α.β|]-ὸ[γ.δ] ή οποία να είναι «1-Ι» και «επί 
Στο παρακάτω σχήμα [1] έχω ΑΒ//ΤΓΔκαι φαίνεται , ότι κάθε σηµείο του 
ευθ. τμήματος ΑΒ απεικονίζεται ένα και µόνο ένα σηµείο του ευθυγράµµου 
ο τμήματος ΤΔ και αντιστρόφως. Έτσι 
έχω µια «Ι-ἱ» και «επ απεικόνιση 


Ά ἳ κ Β . 
α / δν κ ΣχήµαΙ. : 
Ἆ Ε ἎἈἎ λα ΣΕ ΠΒ ΕΠ ΕΠ ΕΠ ΠΕ ΠΒ ΠΕ ΠΠ ΒΠΒΠΒΠπΠΕΗΕ 


Ε(5) 


του ΑΒ στο ΓΔ. Αν θεωρήσω το ΑΒ ὠςτο [α,β] καιτο ΓΔ ὡς [Υ.δ]. τότε 

από τα όμοια τρίγῶωνα ΟΑΙ ἀ4ΟΓΛ έχω ο Ξ ο ελ κα () 

ο ΤΑ {α)-γ 
ΟΑ ΑΒ ῥ-α 
ΟΓ ΓΔ ὅδ-γ 

(1)δ(2) κάνοντας τις πράξεις . έχω τελικά ότι 


ο“ 


Χωρίς το γεωμετρικό πρότυπο των ομοίων .ὺ 
τριώνων αλλά στο πεδίο γραφικής 
παράστασης, θα μπορούσαμε να δούµε την 
εξίσωση της διαγωνίου Ὡς µία λύση στο 
πρόβλημα και να την βρούμε ως τµήµα ευθείας --' 
που διέρχεται από δύο γνωστά σηµεία (α.γ) και 
(β.δ) και η οποία ὡς γνησίως μονότονη είναι «]- 

1) και «επ . Αντί του γραφήµατος της 

διαγωνίου, θα μπορούσε να είναι το γράφημα 

οποιασδήποτε «1-1» συνάρτησης (συνεχούς ή µη) που διέρχεται απὀ τα 

προηγούμενα σηµεία ή τα σηµεία (α,δ) και (β.Υ). 

Έτσι, εκ πρώτης όψεως, φαίνεται ότι η δεύτερη θεώρηση υπερκαλύπτει 
το αρχικό γεωμετρικό πρότυπο, όµως, το αρχικό προσφέρεται διδακτικά 
για τα εξής: 

ο Λείχνει την έννοια της απεικόνισης ως φυσική επέκταση της 
συνάρτησης σε µη αριθμητικά σύνολα 

ο Λείχνει, ότιτο πλήθος τῶν σημείων όλων τῶν ευθυγράµµων τμημάτων 
είναι το ίδιο, πράγμα µη προφανές και που δεν προκύπτει διαισθητικά,, 
µιας και στα απειροσύνολα έχουν άλλους νόμους απὀ αυτούς των 
πεπερασμένων που αντιλαμβάνονται συνήθως οι άνθρωποι. Εννοείται 
ότι πρέπει να έχει Ἠγίνι µια γενικότερη νύξη για το πώς η 
ισοπληθικότητα μεταξύ δύο συνόλων πεπερασμένων ή απείρων 
ουσιαστικά φανερώνεται απὀ µια «1-1» και «επ απεικόνιση μεταξύ 
τους. 

ο Με ένα δυναμικό εκπαιδευτικό λογισμικό που έχει κίνηση , όπως είναι 
το Οαῦτί ή το δΚείοπραά μπορούμε να δείξουµε πάρα πολύ καλά, ότι 
καθώς το χ διαγράφει το ΑΒ, η εικόνα του {) διαγράφει το ΕΙ. 
Παράλληλα µπορεί να γίνει και η γραφική παράσταση του μήκους 
ΓΛ(:Ξ/ά)) ὡς συνάρτηση του μήκους ΓΔ((ΞΣΧ)που είναι ευθ. τµήµα. 





Από τα όμοια τρίγωνα ΟΑΒ ἁ ΟΓΑ. έχω: (2) Από 


Σγήµα2. 











Πρόβλημα ΠΠ. 

Να βρεθεί συνάρτηση Γ:[α. ϱ) -»[α.--οο) που να είναι 

«Ι-ἶλ και «επί 

Στο παρακάτω σχήµα εμφανίζεται η απεικόνιση του ευθυγράµµου τμήματος 
ΟΑ στην ηµιευθεία ΟΧ. [2] 





,ββαβα ρα... 
ἩΠΠΠΠΠΗΠ ΠΠ 






Σγήµα2. 





. πι Αα ι π ι 
Στο τυχόν σηµείο Πι του ΟΑ , υψώνουμε κάθετο, η οποία τέμνει την 
διαγώνιο του τετραγώνου ΟΑΒ/Γ στο Ρ. Η προέκταση της ΤΡ , τέμνει την 
Οχ στο Π.. που είναι η εικόνα του ΤΙ. 
Αν τώρα ταυτίσοµε το ΟΑ µετο [α:β) .την Οχ µετο [α.οο) , το Τι µε το 
Χ και το Π µε το [ά) , τότε απὀ τα όμοια ορθογώνια τρίγωνα ΟΠ και 
ΠΙΠΡ . έχομε την ισότητα λόγων 
ο. ος. 8 β-α 

ΟΠ- ΟΠ, Ρ /α-α ας 
(0-α)α 
β-α-κ 


Από την (1) τελικά παίρνουμε ότι {(4) που είναι η 

ζητούμενη αναλυτική έκφραση. 

Ας δούµε τώρα τα πιθανά οφέλη της εφαρµογής αυτής: 

ο» ἩΗ δικαιολόγηση του γιατί έχουμε απεικόνιση µέσω αυτής της 
διαδικασίας. Γεωμετρικά είναι ίσως τετριµµένη, (δύο ευθείες του 
επιπέδου όταν δεν είναι παράλληλες τέμνονται σε μοναδικό σηµείο) 
αλλά συμβάλλει στην βαθύτερη κατανόηση της έννοιας τῆς 
απεικόνισης. 

ο «Φανερώνει στους µαθητές το εκπληκτικό και πέραν της συνήθους 
διαισθήσεως αποτέλεσµα, ότι το πεπερασµένου μήκους ευθύγραμμο 
τµήµα ΟΑ., έχειτα ίδια σηµεία µε την απείρου μήκους ηµιευθεία. 

ο Με χρήση των οΚοίοπραἁ ή ΟαὈτί , εκτός του να δειχθεί η απεικόνιση 
και η αντίστοιχη συνάρτηση µε δυναμικό τρόπο, µπορεί να δειχθεί και 


ότι το όριο του χ τείνοντοςστοα.͵, είναι το --οο, κατ΄ απολύτως εποπτικό 
τρόπο. Δηλ. ακριβώς στο α έχω παραλληλία και άρα δεν έχω εικόνα του 
χ. αλλά οσοδήποτε κοντά στο α , έχω εικόνα , η οποία γίνεται 
οσοδήποτε µεγάλη. 


Πρόβλημα ΠΠ. 
Να βρεθεί συνάρτηση Γ:(α.β) -»] που να είναι «1-Ι» και «επί» [31.4] 


























Στο παρακάτω σχήµα έχω απεικόνιση του ον στο Κ: 
α 





β : 







Σγήµα 4. 


7) 109) 





Το µέσον του τμήματος απεικονίζεται στο 0. τα δε τυχαία χκαιν 


α-ῤ 
2 
στα /) , {{ν) αντιστοίχως. Από τα όμοια τρίγωνα ΑΡΡΙ και ΡΟΟΑ έχω τους 

λόγους μηκών τῶν αντιστοίχως τμημάτων: 








πο λα ας απ΄ όπου παί λ ΐ 
πα τσι, ρνω την αναλυτική 
ως μὶ β-α αἲ-β 

2 2 2 4 

α-β 
ΚΙ γ- 
ἔ 2 


έκφραση τ δηλ. Γκ) ---------ε-- (ἄ 
Φραση της { δηλ. [30 παρ τη (ὢ) 
Πιθανά οφέλη της εφαρμογής θα μπορούσαν να είναι: 

ο Η εκπληκτική ανακάλυψη ότι τα σηµεία ενός ευθυγράµµου 
τμήματος και µιας ευθείας είναι ισοπληθικά. 

ο Το ίδιο το γεγονός τῆς αλγοριθµικής κατασκευής οικογένειας 
συναρτήσεων µε πεδίο ορισμού ανοικτό και πεπερασμένο διάστηµα 
καιπεδίοτιμώντο κ. 

ο ἩΗ κατασκευή του σχήματος σε περιβάλλον ΟαῦὈτί ή θΚκείοεπραά, θα 
δείξει -όπως και προηγουµένως- εξαιρετικά εποπτικά την 














απεικόνιση, την αντίστοιχη συνάρτηση και ακόµη ὁότι η { 
απειρίζεται θετικά ή αρνητικά καθώς το χ τείνει σοβ ήστοα, 
αντιστοίχως. 
Μία γενίκευση 
Αν θελήσει κάποιος να προβεί σε γενικεύσεις και αντί ημικυκλίου στο 
Σχήµα.4 θέσει µια άλλη γνωστή συνάρτηση µε τα ίδια άκρα και στο ίδιο 
ημµιεπίπεδο, τότε θα πάρει µια άλλη συνάρτηση . Για να είναι η νέα 
συνάρτηση «1-1» χρειάζονται επί πλέον συνθήκες. 
Στο Σχήµα 3 , αντί τῆς διαγωνίου ΟΒ , θα μπορούσα να θέσει το γράφημα 
µιας γν. αὐξουσας συνεχούς συνάρτησης στο [α.β) µε τα ίδια άκρα 
Κάτι ανάλογο µπορεί να γίνε και στο ΣχήµαΙ . αν αντικατασταθεί το 
ευθύγραμμο τµήµα ΑΒ µε γράφημα συνάρτησης ή όταν ΑΒΛΝ ΓΔ και να 
διερευνηθούν ανάλογα ερωτήματα. (Τα δυναμικά λογισμικά προσφέρονται 
για σχετικό πειραματισμό) 
Συμπεράσματα 
Τα τρία προβλήματα που παραθέσαµε, αναδεικνύουν µια σύνδεση σε δύο 
περιοχές των μαθηματικών , όπως είναι της Ευκλείδειας Γεωμετρίας και 
των συναρτήσεων. Αυτή η ενότητα είναι προφανής όταν μεσολαβεί η 
Αναλυτική Γεωμετρία. Αλλά. το πώς π.χ µε την βοήθεια ομοίων τριγώνων 
βρίσκω συνάρτηση µε επιθυμητές ιδιότητες ., δεν µπορεί να προκύψει άµεσα 
από την ύλη του Λυκείου. Επίσης η χρήση δυναμικών εκπαιδευτικών 
λογισμικών στην παρουσίαση τῶν εφαρμογών αυτών µπορεί να αποδώσει 
εποπτικότερα την έννοια της σύγκλισης . αλλά και να αναδείξει 
παράπλευρες έννοιες, όπως του περιορισμού συνάρτησης και του εφικτού ή 
όχι της συνεχούς επέκτασης συνάρτησης (π.χ. όταν τα ανοικτά διαστήματα 
των προβλημάτων τα θεωρήσουμε Ως κλειστά ) 
Μια σοβαρή γενικότερη πιθανή ὠφέλεια που προσλαμβάνει ο μαθητής, 
είναι η διεύρυνση τοὺ πλαισίου (εοπίεχ) αναφοράς τῶν συναρτήσεων µέσω 
των τριών αυτών προβλημάτων. 


Αναφορές: 

[ΠΠ] νηεπκίπ Ὑαῑς. Νααπα : «Αναζητώντας το άπειρο» Εκδόσεις Κάτοπτρο 
σελ. 102-103 

[2] Μοντγὶς ΚΙῑπε «Τα Μαθηματικά στον 4υτικό Πολιτισμό» Τ.Β΄ εκδόσεις 
«Κώδικας» σελ. 259 

[3] Δρόσος Κώστας Α. «Εισαγωγή στην Μαθηματική Σκέψη» Τόμος 
Μαθηματικές Περιηγήσεις Τµήµα Μαθηματικών Παν. Πατρών. 

[4] ΚιεΚκεΓ Κιάγ : «Το άπειρο και ο νους» Παν. Εκδόσεις Κρήτης 
Ηράκλειο 1999 σελ. 269-270 


Γιάννης Π. Πλατάρος 
25/4/2004 


Ανθυφαίρεση των ριζών των αριθμών, 19. 
19 µετην μονάδα 


Στην επίλυση αυτής της εργασίας θα χρησιμοποιήσουμε τον 
παρακάτω συμβολισμὀ : 


αΞ κοβ --αι 
β Ξ λοαι «βι 


αν Ξ Κνβν - ανηι 
βν Ξ λνανει «Ε βνι 


μεαλβῥΣαιΣβιΣ.....ΣανΣβνΣ..... 


και Ανθί(α,β)Ξ[κοιλο,...,Κν,λν,...] 
(1) Αν αξ - 4β3, παίρνουμε 


υποθέτουμε ότι κοξΙ τὀτεαΞξ τ1β και 
ἁρα β«ας«2β 
ἡ βε«α-«4β: 
ἡ β2«8β2«4β2 ,κάτιπου εἶναι ορθό 


ακόμη απὀ αΞ 1β «γαιπαΐρνουμεαιΞ α-β 


υποθέτουμε ὁτιλοξ1 τότε βξιαι-βι 


άρα αι«β«σαι 
ἡ α-β «β«2(α-β) 
ἡ α-β«ρ και ᾖβς«2(α-β) 
ἡ α-«δβ και 3β«2α 
ἡ αξ«4β2 και οβξ«4α3 
ἡ Αβ3«4β” και οβ-ς«12β” 
τα οποία ισχύουν. 


τότε βξιαιβι ἤ βιξ β-αιὰ βιζβ-(α-βθ)ᾶά βιζοβ-α 


υποθέτουμε ὅτι κ1Ξ1 τότε αι Ξ1β! -- α» 


Γιάννης Π. Πλατάρος 


25/4/2004 
άρα βι «αι«2βι 
ἡ οβ-α«α-βς ο(οβ-- α) 
ἡ 2β--α«α-β και α-β«άβ-2α 
ἠ 2ρΏρ«2ρα και 38α«5δβ 
ἡ οβξ« 4αξ και οαξ«25β2 
ἡ  οβξ«ιοβ: και 27βρ5«25β5 

ισχύει ἁτοπο 


υποθέτουμε ὅτι κΙΞ2 τότεαιΞ 2βι «αρ 


ρα 2βι «αι«8βι 

ἡ 20β-α)]«α-βς«δίβ-α) 

ἦ 4β -2α«α-β και α-β«όβ- 8α 

ἠ δβρ«3α και 4ας7β 

ἡ ο5βξ« οα2 και 16αξ«49οβ2 

ἡ 250βὲς« 27β3 και «48β3«49β3 
ορθό ορθό 


τότεαι - 9β: -- αοᾶ α.-θα-δβ 


υποθέτουμε λ1Ξ1 τότε βι Ξ1ᾳ.» «- β» 


άρα α.« βι« 26. 
ἡ 9α-ρβ«2β-ας 2(4α--β) 
ἡ 3α--5β«2β--ακαιοβ--ας όα-τ1οβ 
ἠ 4ας 7β και 12β« 7α 
ἡ  τ6αξ« 49β3 και 144ῇ3« 49α5 
ἡ 48Λ3 «49β" και 144β3«147β” 
τα οποία ισχύουν 


τότεβιΞ1ᾳ» - βο ἤ β.Ξ 7β --4α 


Ὁμωςισχύει β/αιΞ βι/ αο»ᾶ αἲ-ββΣ αληθές 

Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ[1, 1.2] 

Για τα οκτώ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικών 


αριθμών έχουμε 
ρι-1 αιΞ- ΚοξΙ 
ΡοΞλοξ 1 45 Ξ 1 -- ΚολοΞ2 


Ρο -- Κιρ; 1ΡιΞ9 α5- Κια» αι -δ 


Γιάννης Π. Πλατάρος 
25/4/2004 


Ρα λιρα Ἔρο 4 
Ρς Ξ Κορα άρα 11 
Ρο λορς ΄ Ρι-15 
Ρ7 Ξ- Κ.ρο Έ Ρ5Ξ41 


Ρ8- λιρ7 Γ Ρε-δό 


αμ λιας { ας-7 

45 Ξ Κ.αμ τ 43 Ξ19 
46 λες τα. Ξ26 
47Ξ Καστ ας Ξ7Ι 


48 5- λεᾳ7 «6-07 


Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 


Ρα -- Ρια» -- - (-1)! 

Ρ4ς» - Ρα. 1 - (-1)3 

Ρα. - ρααςξ -ι Ξ (-1)3 
Ρραᾳ- Ῥ4α.Ξ- 1 Ξ(-1)4 
Ρος; -- Ρρᾷο- -Ι -- (-1)5 
Ρ746- Ρέ/Ξ- 15 (-1)ό 
Ῥ8α7- Ρ7α8- -α - (-1)7 


(1) Όταν αξ Ξ10β260α έχουμε 


υποθέτουμε ὅτι κοξ1, τότεα Ξ 1β --αι 


τότε 


β«α«2β 


ἡ βεςακάβε 
ἡ β2«18β25 «4β:Ξ ,Άτοπο 


υποθέτουμε ότι κο», τὸτε αξδβ-αι 


τότε 


οβ«α«8β 


ἡ  4βὲς αἲςοβ" 
ἡ  4β2«18β5 «οβ» ,Άτοπο 


υποθέτουμε ὅτι Κκοξβ, τὀτε αξββ--αι 


τότε 2ρ«α«4β 
ἡ οβᾷ«αξ«1ι6β2 
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ἡ οβξβ«ιββξ«ι6βΣ αληθές 


ρα αξθβ-αι ἤ αιξα-ββ 


υποθέτουμε ὅτι λοξ1, τότε βξιαι--βι 


τότε αι«β«2αι 
ἠ αι«β«ραι 
ἡ α-θβ«β«ρα-- 6ϐβ 
ἡ α-«ά4β και 7βρ«2ρα 
ἡ αξ«ι6βΣ και 4οβξ«4α3 
ἡ α18β2«ι6β2 και 49β2«52β2 ισχύουν 


ἁρα ᾖβζιαιβιᾶ βιξ4β--α 


υποθέτουμε ότι κι-τ,͵ τότε αι Ξ1β: -ας 


άρα βι«αι«2β: 
ἠ βι«αι«2βι 
ἡ 4β-α-α-4β« 8β-2α 
ἡ 7β«ρα και 3α«1Ιβ 
ἡ 4οβξ«4α» και οαξ«121β3 
ἡ 4οβ5ξ«52β: και 117β3«121β2 , ορθὲς 


επιπλέον αι Ξβι «-α»ᾷ αξξρα --7β 


υποθέτουμε ότι λιΞ51, τότε βι Ξτ1α» «5β. 


έτσι α» «βι«2ᾳ. 
ἡ 2α-.7β«4β--α« 4α--14β 
ἡ 8α«1Ιβ και 18β«5α 
ἡ  οα2«121β: και 224β5« 255 
ἡ α17β2«121β5 και 932432«325Ώ3 «πουισχύουν 


άρα βι Ξ]α. Έβο ἤ β. ας 11β -ὅδα 
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υποθέτουμε ότι κοΞ1, τὀτεα»Ξ β» «ας. 
άρα βο«αο«2β. 
ἠ 1β --3α«ρα-- 7ρ«22β--6α 
ἠ 1δρ«5α και 8δας«2οβ 
ἡ  924β:«926β: και 892β3«841β3,ορθές 


τότε α.ξβ» «ας ἢ αξξσδα --18β 


υποθέτουμε όὀτιλ»-1, τότε β»-αο «β: 
άρα α.«βο«2α. 
ἡ δα--18β«11β-- 9α«2(Ρα-- 18β) 


ἠ 8δα«2οβ και 47β«ιβα 
ἡ  δ8δ82βξ«8δ4ιΙβ2 και 2200β25«2197β3 «ἁἆτοπο 


ΟµοἰώςγιαλεΞ52 ἡ 9 ἠ 4 ἠ 5 καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότιλ--τ,͵ τότε β»Ξόα» β. 


έτσι 6α.«βο«7α» 
ἠ 30α --108β«11β -- 98α«3δα --126β 
ἠ 93α«1109β και 137β«38α 


ἡ  αιά41Ι57β2«1Ι4161Ιβ3 και 1876οβξ«18772β3 οι οποίες ισχύουν 


ακόµη β.-αρ «βα ἤ β.Ξ11οβ-- 38α 


υποθέτουμε ότι κθξτ, τόὀτε α» Ξ β. --αι 


ἐτσι βι«αμ«2β. 
ἠ 110β -- 93α«Ρα --18δβ«238β -- ό6α 
ἠ 137β«38δα και 7ια«5256β 


ἡ  1876οβΈ«18779β: και 65598β5«65536β2 


επιπλέον αἲΞ β. -αμᾷ αιΞθ8α --137β 
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Ὁμωςισχύει β/αις αι/βεᾶ β"βο-αιξαρᾶ 18β”-α”, αληθὲς 
Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ [3,1.1.1.1.6 ] 


Για τα οκτώ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικών 


αριθμών έχουμε 
Ριξ1 

Ρ»οΞλοξ1 

Ρ» ' Κιρ» Τρι 2 
Ρα Ξ λιρε ἜρεΞ8 
Ρ» 5 Κερα {ρε 5 
Ρ6-- λορρ {Ε Ρ.-399 
Ρ7 Ξ Κωρο τ Ρ5Ξ98 


Ρ8- λαρ7 3: Ρος7Ι 


ᾷιἱΞ Κοξβ 
4» Ξ 1 -- Κολο Ξ4 
4. 5 Κια» αι --7 
4, Ξ λια» - 4.Ξξ11 
ᾳ5Ξ Κ.αμ-αἲΞΙ8δ 
46Ξ λοαρ -Ε 41 Ξ119 
47” Κο ας 137 


485- λεα7 Έᾷο-25Ρ6 


Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 


Ρραι -- Ρια» Ξ-1Ξ{-1)! 

Ρος» - Ρα 1 - (-1)3 

Ρας, -ροα,- αι - (-1)5 
Ῥραα- ρααςς 1 Ξ (-1)4 
Ῥόας -- Ῥεᾷσ6Ξ -1Ξ{-15 
Ρ746- Ρέᾳ/;Ξ- 1- (-1)ό 
Ῥ6ς7- Ρ746Ξ -15Ξ(-1)7 


(11) Όταν αξ Ξ19οβ20θα έχουμε 


υποθέτουμε ὅτι κοξ1, τότεα Ξ1β --αι 


ἁρα β«ας«2β 
ἡ βε«α- «4β: 
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ἠ β2«ιοβ2«4β2 ,ἄτοπο 


ομοἰωῶς για Κοξ2 ἠ 3 καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότι κοξᾷ, τότε αΞ 4β -- αι 


έτσι 4β«α«5β 
ἡ ιόβξ«αξ«ο5ϱβ2Σ αληθές 


επιπλέον αΞξ 4β -- αιἁ αιξα--4β 


υποθέτουμε ότι λοξτ, τότε βξταιβι 


π 


ἁρα αι«β« 2αι 


ἡ . -α- 4β«βερία-- 4β) 
ἡ α--β-«β και β«2α-- 8β 
ἠ α«5β και οβ«ρα 

ἠ αξ«ο8βρξ και 81β2«α3 


ἡ 1οβξς 95β2 και δ8ιβξ« 76β5, ἀτοπο 


υποθέτουμε ὀτιλοξ», τότεβΞ2αιΓβι 


άρα οαι«β« 3αι 
ἡ οα- δβ«β καιβς«θα-τ15β 
ἠ 2α«οβ και 14β«3α 


ἡ  4αξ«διβ2 και 16οβ2«οα” 
ἡ 76θβξς« 81β3 και 16οβξς 17ιβΣ, ισχύουν 


επομένως βξραι-βι ἃ βιΞξοβ-2α 


υποθέτουμε ὅτι κιΞ1, τότε αι Ξ βι -- α» 


άρα βι«αι«2βι 
ἠ οῇβ-- 2α«α-4βς« 18β --4α 
ἠ 13β«8α και δας22β 
ἠ 16οβξ«οαξ και 25α2« 484β5 
ἠ 16οβξ«17ι1β2 και 4756β32«484β2 ,που εἶναι ορθὲς 
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ακόμη αιξβια»ᾷ α.Ξξβα-τ1βδβ 
αν υποθέσουμε ότι λιΞ51 ἡ 5 καταλήγουμε σε ἆτοπο 


υποθέτουμε ότι λἰιΞ3, τότεβιΞ 9ᾳ» «-β. 


άρα 


9ᾳ.«βι«α. 
ἡ  9α-3οβςοβ-2ας«12α-52β 
ἠ 11α« 48β και 61β« 14α 


ἡ  1οιαξ« 9304β5 και 3721βξ« 1οθα3 
ἡ 2200β2« 98043 και 3751β2« 37243, που ισχύουν 


ακόμη βιΞ3αᾳ» - βοᾷ β.Ξ 48β --τια 


υποθέτουμε ὅτι κ.Ξ1, τότεα-Ξ β» «- αἲ 


αφού βο« α.«2β. 
ἡ «48β--τια«θα-18β« οόβ-22α 
ἠ 6ϊβ« 14α και 25α« 100β 


ἡ 37ο1βξ« ιοθα2 και 625αξ«1Ι88ΙβΞ 
ἡ 3721βξ« 37242 και 11875β2«11881β3 ., που ισχύουν 


επίσης α. Ξ β» -- αἲὰ ααξιάα -- 61β 
αν υποθέσουμε ὁτιλ-Ξ1, τότε καταλήγουμε σε ἁτοπο 


υποθέτουμε ότιλ.Ξ2, τότε β. Ξ 2ας9 -- β. 
ἁρα 2α4« βο«8α. 

ἡ 2δ8δα-122β« 48β --τια« 42α -- 188β 

ἠ 30α«170β και 231β«53α 

ἡ 1521Ι42«28ΟΟΟβΣ και 593461β25«280οα5 

ἡ 288δοοβξβ«ο8δοοοβᾷξκαι 53361β2«Ρ3371β3, που ισχύουν 


έχουμε β»Ξ 2α5 4 βεῖ β.ξι7οβ-5οα 


Γιάννης Π. Πλατάρος 9 
25/4/2004 


αν υποθέσουμε ὀτικιξιἠὴρὴδή λα ἡ δὴ 6ἡ 7, καταλήγουμε ἆτοπο 


υποθέτουμε ότι κ.Ξδ., και παίρνουμε α- Ξ 8β. -- αι 


ἁρα 8βο«αἲθ«οβ. 
ἠ 1360β--321α«14ᾳα -- 61β«1Ι530β--Ώ5δια 
ἠ 1451β«426α και 36Ρ6α«15δοΙβ 


ἡ 9010541β2«1ιοθ276α3 και198225ᾳ2«2581Ι281Ιβ2 
ἡ 5010241β3«5010244β3 και 2531278602«2Ρ2Ι2ΒΙβ2 


έχουμε ας Ξ 8β. -- αιὰ αιΞβ2θα-1451β 


Ὁμωςισχύει β/αι βα/αι  βζαι-αιξβοῦ 1οβ”-α”, αληθὲς 
Ἐπομένως απὀ το κριτήριο λόγου η ανθυφαίρεση των α, β εἶναι άπειρη, 
και έχουμε Ανθία, β) Ξ[4,2.1.3.1.9.8] 


Για τα οκτὠ πρὠτα ζεύγη των γενικευµένων πλευρικών- διαμετρικὠν 
αριθμών έχουμε 


ΡριΞ1 4ιΞ- Κο-4 

Ρος λος» 4ο -- 1 «- ΚολοΞο 

Ρ. 5 Ἱιρο Τρι 8 α: 5 Κα» - αι 19 
Ρᾳ- λιρο Ἔρο 11 ᾱ/Ξ- λια. - 4.-48 
Ρ»Ξ Κορα ΤΡ4 Ξ14 α5Ξ Κωαμ-- 41 Ξ6ι 
Ῥ6-- λορς Ε Ρ4-99 46 -- λος; «- αι Ξ17ο 


Ρ7 Ξ- Καρό  ρε-9θ26 7 -- Καας -- ας -1άδι 

Ρ8-- λαρ7 Έ Ρ6-6οΙ 48 Ξ λα; «46ΞΞΟΙ5 

Στηριζόὀµενοι στη θεμελιώδη ιδιότητα των πλευρικών- διαμετρικών 
αριθμών, για κάθε διαδοχικά ζεύγη αριθμών, έχουµε 

Ρρᾳι -- Ριᾷ» τι (-1)" 


Ρ4ς» - Ρα. - 1 - (-1)3 
Ρ1ᾳ.- ρθρα, τι Ξ (-1)3 
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Ῥραα ρα» 1 Ξ (-1)" 
Ρος; -- Ῥραςς -Ι -- (-1)5 
Ῥ746- Ρε; 15 (-1)ό 
Ρ6ᾳ7 - Ρ7ᾳ6- -1 - (-1)7 


Εύρεση ισοδυναμιών επί γενικευµμένων 
ανθυφαιρέσεων 


(ἱ) Ῥέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ[ν,ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


βι-β-ον(α-νβ)-β-ονα-ον2βᾶ βι-(15ν»)β-ονα 


Ανθί(α.β)5[ν,ον] γ β/α:ξαι/β: ἤ ββιΞαιαι 
ἤ β[(11-2ν2)β-ονα]ξ (α-νβ) (α-νβ) 
ῦ (1 2ν5)β2-οναβξαξ-»ναβ-ν2β 
ἤ αξξί(α-ν5) β3 


(1) Ἐέρουμε ότι Δνθ(α.β)Ξ[ν,ν. ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


β-ναιβιὰ βι-β-ναιξβ-ν(α-νβ) 
Ξβ-να-ν2β 
ἤ βι-(1ν»5)β-να 


αιξονβι-αοᾶ α-ξαι-ονβι 
Ξα-νβ-ον[(1ν3)-να] 
Ξα-νβ-ον(1ν2)β-ονδα 
ῦ α.Ξξ(2νΣ/1)λα-ν[1--5δ(1ν5)1β 


Ανθ(α,β)Ξ[ν, ν. ον] γ β/α.Ξβ:ι/α.ῦ βα-»Ξξαιβιή 
ῦ βή(ον»--ι)]α-ν[11-2(14ν»)ΙβΥΞ(α-νβ) [(1-ν")β-να] 
ῦ (2ν2--ι)αβ-ν[11-ο(1ν2)βΞΞ(149ν2)αβ-ναξ-ν(1-:ν2)β2ν2αβ 
ῦ (2ν2-γι)αβ-ν[11-ο(1ν2)β2-(ον2-1)αβ-ναξ-ν(1-:ν2)β2 
ἤ αξξ(ν5--5)β3 
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(1) Ξέρουμε ότι Ανθ(α,β)Ξ[ν-ι, 1. 2ν-»] 
τὀτο αξ(ν-ι)β-αιᾷ αἲξα-(ν-ι)β 


βαιτβι ἃ βι-β-αι 
Ἔβ-ατ(ν-ι)β 


ἤ βιΞνβ-α 


αιξ(2ν-ο)βι--α» ἃ α-ξαι-(2ον-ο)βι 
-α-(ν-1)β-(ον-5)(νβ-α) 
Ξαι-(ν-ι)β-ν(ον-ο)β-(ον-2)α 
Ξ(ον-ι)α-(ν-ι--ον2-ον)β 
ἤ  α.ξ(2ν-ι)]α-(2ν3-ν-ι)β 


Ανθία,β)Ξ[ν-ι, 1. ον-»]ὴ β/α.Ξβ:/α.ῦ βα.-αιβιῦ 
ἤ β[(2ν-ι)α-(2ν”-ν-ι)β! Ξ{ α-(ν-ι)β][νβ-α] 
ἤ (ον-ι)αβ-(2ν2-ν-ι)β2ξναβ-αξ-ν(ν-ι)β2(ν-ι)αβ 
ἤ (ον-ι)αβ-(9ν2-ν-ι)β3 Ξ(2ν-ι)αβ-αξ-ν(ν-ι)ῤ3 
ἤ αξξ(ν"-ι)β5 


(ιν) Ξέρουμε ότι Ανθία,β)Ξ/ν, 4. ον] 
τὀτε αξνβγαιᾷ αἲξα-νβ 


β--4ατβι ἤ βι-β-4αι 
-"β-4α4νβ 
ἤ β.-(α:4ν)β-4α 


αιξδνβι-α» ἤ α-ξα-νβ-ον[(1-4ν)β-4α] 
Ξα-νβ-ον(1--4ν)β-θνα 
ἤ α.Ξ(δν--α)λα-ν(3--δν)β 


Ανθία,β)Ξ[ν, 4. 2ν] β/α.ΞβΙ/α»Ώ βα»ξαιβιΏ 
ἤ β[(8ν-1)α-ν(9-8ν)β] -{ α-νβ][ (1-4ν)β-4α] 
ῦ (Θν--ι)αβ-ν(3--8ν)βΣ Ξ(1--4ν)αβ-4α»-ν(1-4ν)βΣ-4ναβ 
ἤ -ν(8--δν)βξ Ξ-4α»-ν(11-4ν)β5 
ἤ ν(α1:δν)β2-2α3 
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(ν) ἙῬέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ/µ, μ. οµ] 
τὀτε αξμβ-ταιᾶά αἲξα-μβ 


βΞµα-βι Ἡ βιξβ - µαι 
ο «Ρ; µα { μ’β 
ἤ β.-(1:µ3)β -)- µα 


αιξονβι-α» ἤ α.-α-μβ-ον[(1-μ2)β -- µα] 
Ξα-μβ-ον(1μ2)βονμα 
ἤ α-ξ-(5ν(δνμ:5μ)β-(ᾳα-5νμ)α 


Ανθί(α.β)Ξ/µ, μ.ον]γ β/α.Ξβ:ι/αοῦ βα-»Ξξαιβιά 
ἤ β[-(ονγονμ"εμ)β-(1--2νμ)α]-(α-μβ)[(1μ3)β -- μα] 
ἤ -(2ν«ονμ”μ)βζτε(1 -δνμ)αβξ(1μ")αβ-μ(1μ3)β” -μΗεμβαβ 
ῦ (0ν-ονμΣ-μδ)β2{(μ5ονμ)αβξμαξ 


Αρκεί μὲιονμξοῦ µξν 
τότε! Ανθ(α,β)Ξ/µ, μ.ον]/ (5ν εν" μ)β-Ξμα» 
(νι) Ῥέρουμε ότι Ανθί(α,β)Ξ[ν, 1. 1. ον] 
τὀτο αξ(ν-ι)β-αιᾷ αἲξα-νβ 


βξια-γβι ι βΙΞβ -ι 
Ἔβ-α «νβ 
ἡ βιξ(1:ν)β-α 


αιξΊβι--α» ἤ α.-αι -- βι 
Ξα-νβ-(19ν)β-α 
ῦἤ α-ξ-(5ν--1)β -2α 


βι-ονα»τβ» ἤ βε-(νγι)βῤ-α-ον[-(ονγι)βερα] 
Ξ(ν(ι)β-α--ον(2ν-ι)ῤ-4να 
Ξ(ν---4ν2-ον)β-(4ν--ια 
ἤ β.ξ(4ν”0ν--ι)β-(4ν/ια 


Ανθ(α,β)Ξ[ν, 1.1.ον]Υγ β/α.-α./βοῦ ββ.ξαιαοῇ 
ὰ β[(4νΣγον-1)β-(4νι)α]ξ (α-νβ)[ -(2ν--ι)ῥ ρα] 





!Ῥοψ/1ε σελ.53 
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ἤ (4ν2γον-γι)ῤὲ-(4νγι)αβ-ξ-(5νγι)αβ-2α5ν(2νγι)β»-2ναβ 
ῦ (4ν2γ.ν-1-ον2-ν)βξΞ οα2 
ἤ (2ν5 Γον ι)βξ- 2α3 


(νι) Ῥέρουμε ότι Δνθ(α,β)Ξ[ν, μ. µ. ον] 
τὀτε αξνβ--αιὰ αἲξα-νβ 


βΞµα-γβι ἃ βΙΞΡ - µαι 
ο Ἔβ- μα - μνβ 
ἡ βιξ(1«νμ)β - µα 


αιξμβι--α» ἤ α.ξαι -μβι 
-α-νβ -- µ[(11νμ)β -- µα] 
Ξ α-νβ-μί 1«νμ)βεμ2α 
ῦἤ αξξ-(ν-μ-νμ2)β (αμα 


βιζονα.-β» π β.Ξ βι-ονα. 
Ξ(19νμ)β -- µα-ον[-(νγμ-νμ2)β -ε(1μ2)α] 
Ξ(19νμ)β -- µα-ον(ν--μ--νμ2)β-ον(α1-μδ)α 
Ξ(1ενμ 2ν»Γονμον-μ2)β-(ον-ονμ:Γμ)α 
ἤ β.ξ(α-δνμ: ον» ονΣμ5)β-(5νδνμ:5-μ)α 


Ανθ(α.β)Ξ[ν, μ. Η. ον] γ β/αι-α»/β»ῦ ββ.Ξξαια» 
ἤ β[(1θνμ ον» ονἍμ»)β-(ονγονμ" «μ)α]-(α-νβ)[-(νεμενμ2)β! 
Ἔ(1«μ2)α] 

ῦ (α-θνμ- ον» γον»μ2)βΣ-(ον-ονμ»Γμ)αβξΞ 
Ξ-(ν--μνμ2)]αβ-(1--μ2)αξ-ν(ν--μνμ2)βΣ-ν(α--μ2)αβ 
Ἔ-(ον-μ-ονμΣ)αβ-(1-μ5)αξ(νΣενμ-ν2μ2)β2 

ῦ (1--ονμ-- ον» ον»μξ- ν»-νμ-ν2μβ)ρξξ(1--μ2)α3 

ἤ (4 δνμ- νΣνΣμΣ)βΣΞ(1:μ3)α5 


Το εἴδος της Ανθ(β.ιρ)Ξ[5.9.8δ.3/|. Καθ᾽ 
ἕλλειψιν ἦ καθ υπερβολήν; 


Αφού Ανθ(β,ψ)Ξ[2.9.8.3], θα έχουμε ὁτι 


1 


Γιάννης Π. Πλατάρος 14 
25/4/2004 


β/ψΞ-214 








Αν θεωρήσουμε τις γραμμές Μι, Ψ», ψ«θα πάρουμε : 


1 





β/φ-21 ἤ βψῳ-2γψ/β ἃ β/ψ-(2β-ψι)/β (α) 


β/ψι 


1 
β/ψι-ο:- πα. β/ψι--ο « ψ/βᾶ β/ψι- (οβ - ψ.)/ β (β) 
δρο 
1 
β/ψ.-δ8-: πα β/ψ.- 8 φψ./βᾶ β/ψ.-Ξ(8β- Ψψ/β () 
ρα 
1 


τση ἤ β/ψ.- 5 ψ/βᾶ β/ψ.Ξ(2β: ψ)/β(δ) 
ψ 


Απὸ αυτές τις σχέσεις, µε τον ανάπαλιν λόγο (βιβλίο Υ, ορισμός 
13) και τη σύνθεση λόγου (βιβλίο Ν, ορισμὀς 14) θα δείξουμε το 
ζητούμενο. 


Χρησιμοποιώντας τον ανάπαλιν λόγο για τη σχέση (δ), έχουμε: 


Ψο/βΒΞ β/(34β «ψ) ἢ 
(Ψο  δβ)/ΒΞ ΙΡ δ(4Ρτψ)]/ ΑΡ ψΨΙΔ (σχέση Υ) 
β/ψ»-- (25β 8ψ) /4β  ψ) ἢ 

ψ./ΡΞ(3β  ψ)/ 05β - 8ψ) ἢ 


(ψ.«οβ)/β- [5β-ψ-ο(25βιδψ)]/{ΦΡψΙἀ 
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(Ψ» :οβ)/β 5 (338Ρ «7οψ) /(3β τε ψ) ἤ (σχέση β) 
β/ψιΞ (228β «72ψ)/ 0βψ)ἢ 
ψι/βΞ (9β 4 ψ) / (2238 ε72ψ) ἢ 
(Ψι 4 2β)/ΡΞ [ΔΡ 1 ψ  2(228β -72ψ)] / [228β 72ψ] 
(Ψι :2β) /β Ξ (459β  14σψ) / (228β 72ψ) ἤ (σχέση α) 
β/ψΨΞ (59β 4 145ψ) /(338β «72ψ) ἢ 
β(338β  75ψ) Ξψ (59β τι45ψ) ἢ 
228β5  72βψ -- 45οβψ 1455 ἢ 


2985 - (9857β -- 145) ἩΗ ζητούμενη δευτεροβάθµια 
εξίσωση. 
Παρατηρούμε ὀτι εἶναι ὀντως στη µορφή φ(α--χ)ΞΜ, αρκεί ΜΞ25686ρ5, 
αΞξβδ87β και χξΙ45διψ. Τέλος, ολόγος χ/ψΞ145/1, δηλαδή λξ145 και µξι. 
Ἆρα, εἶναι καθ’ υπερβολἠν. 


Οι πρὠτοι οκτώ πρὠτοι ὀροιτης 
ανθυφαίρεσηςτης αρμονίας του Φιλολάου 
καιη απειρία της. 


Ο Φιλόλαος στο Περί Φύσιος, Παφπιεπῖ 6, γραμμές 16-24 
υπολογίζει τους τέσσερις πρὠτους ὀρους της ανθυφαίρεσης της 
αρμονίας: 


ᾠμονί ας δὲ μέγεθός ἐ στι συλλαβὰκαὶ δι ὀξειᾶ ν’ τὸ 

δὲ δι’ ὀξειᾶ ν μεῖζον τᾶ ς συλλαβᾶ ς ἐ πογδό αι. ἔ στι γὸ 
ἀπὸ ὑπάτας ἑἐ πὶ µέσσαν συλλαβά, ἀπὸ δὲ µέσσας ἐ πὶ 
νεάταν δι’ ὀξειᾶ ν, ΦρΟ αὲ νεξῖα] "1 ἴγ...ἴ8η 5ι | 80Ε, ἀπὸ 
ὲ τρί τας ἑ ς 6ρείαη αῑ' ὀξειᾶ ν' τὸ δ' ἐ ν µέσωι µέσσας 
καὶ τρί τας ἐ πό γδοον: ἰ 4ὲ συλλαβὰέ πί τριτον, ο ἀὲ 

δι ὀξειᾶ ν ἡμιόλιον, ΓΟ αι ρᾷς(Θη αὲ διπλΟοη. οὕτως ᾧ- 
µονί α πέντε ἐ πόγδοα καὶ δύο διέσιες, δι ΝχθίΙ(ΘΌΠ αὲ τρὶ α 
ἐ πόγδοα καὶ δί εσις, 5 | αΏι αὲ δύ' ἐ πό γδοα καὶ δί εσις. 


() Εμεὶς γνωρίζουμε ὅτι: 
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ο/1 Ξ(9/9)134/9, μεί/ «38/2 
3/2 -(4/9):3 9/8, με 9/8 «4/3 
4/3 -(9/8)33 9256/2439, με 9Ρ6/249«9/8 


ο/δ -(256/249)33 591441/5242588, µμεδθΙ441/524258«256/249 
Η τελευταία αναλυτικότερα γράφεται : 


93/25 - (25/35)5 9812/2915 


Συνεχίζοντας ἐχουμε: 
ο ο κ ος 


Αρκεί 265441 913/919 
ἠ 284 « 955 
ἡ δά4]ο5σος 5310563 
ἡ 95.986 «25.057 ορθὀὸ 


Ἐπειτα παίρνουμε: 
ο ο κο εν. 


Αρκεὶ 9355/2584 « 965/441 
ἠ 994 « 9149 
ο ἡ 94 ]0β9 «149 ]ορ» 
η 44.849 «44.553 , που ισχύει 


Στο επόμενο βήμα: 
265/941 Ξ- (955/284)5 3 9485/9396 


Αρκεί 2485/9906 « 9535/2584 
ἠ 2569 «9359 
ἡ 5691082 « 9591083 
ἡ  ατι.ο860« 171.9865 , αληθές 
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Συνεχίζοντας ἐχουμε : 
9585/0984 -- (9455/9906}5 Ἡ 9665/01054 
Πρέπει  366δ/91ο54 « 9455/9306 


9571 «91999 


ἡ 
ἡ  ο7ιΙ]οβ3 «1599 1ο0Ρ2 
ἠ 463.284 «463.985 ,τοοποῖο ισχύει 


Συνολικά οι ὃ πρὠτοι όροι της (πολλαπλασιαστικής) ανθυφαίρεσης 
της αρμονίας εἶναι: [1.1,2,9,3.1,5.9,...] 


(1) 

Από τις παραπάνω σχέσεις, για τα υπόλοιπα, έχουμε 
απο πω οκ ο κα ο ο 
αυτά τείνουν στο λόγο 1/1. Όμως επειδἠ εἶναι της µορφής 2κ/Αλἠ οκ/2λ 


δεν θα γίνουν ποτέ ἴσα µε 1/1, ὧστε η ανθυφαίρεση να εἶναι 
πεπερασμένη. Επομένως, η ανθυφαίρεση της αρµονίἰας εἶναι άπειρη. 


Το Κριτήριο λόγου και η τελικώς περιοδική 
ανθυφαίρεση 


(Μία περίπτωση) 


Υποθέτουμε ότι το ζεύγος μεγεθών α, β ἐχει τελικἀ περιοδικἠ 
ανθυφαίρεση. Θα δείξουμε πως ο λόγος δὺο διαδοχικών 
υπολοίπων εἶναι ἰσος µε το λόγο δύο ἆλλων διαδοχικὠν 
υπολοίπων. 


Αφού εἶναι τελικἀ περιοδική θα υπάρχουν ν.μ για τα οποία θα 
ισχύει Ανθί(α,β) -- [ίέο,λο»..., Εν, Ἀν»... Κμιλμ»...] 9 με Κν- κμ; λ Ξλια ο ος 
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Ἆρα θα έχουµε Ανθ(α,ᾖ) Ξ [Κολο,...,Κνελν....σμ-ινλμ-ι] 





Ὁμωςτα κι, λι εἶναι τα διαδοχικά πηλἰκα και επομένως αν 
θεωρήσουμε ὅτι η αντίστοιχη ακολουθία διαδοχικών υπολοίπων εἶναι η 
αλβῥαιΣβιΣ...ΣανΣβν»Σ...ΣαμΣβμ»..., θα πἁάρουμµετις σχέσεις 


πρ αν κνβν κο μμ. ..Ἡπ. Κμβμ Ἔ αμηι 
ος βν Ξ λνανιι -- βνει ο βμ τ- λμαμει Τ βμιι 


Οπότε Ανθίαν, βν) Ξ- [πκνιλν..... κι -αμλμ-α] 





και Ανθίαμβι)ξ [κνιλν....,Κμ-ιιλμ-ι] 





Δηλαδή, Ανθί(αν,βν) Ξ Ανθίαμ,βμ) 


Επειδή αν, βν, αμ, βµ, μεγέθη για τα οποία ισχύει αν»βν, αμ»βμ και 
όπως δείξαμε Ανθ(αν,βν) Ξ Δνθί(αμβμ) τὸτε απὀ γνωστή πρόταση θα 
έχουµε ότι: 


ανβμςβναμ ἡ αν/βνξαμ/βµ καιν«μ 
Αντίστροφο: 
Τώρα θα υποθέσουμε πως ο λόγος δύο διαδοχικών υπολοϊπων της 
ανθυφαἰρεσης τώωνα,β µε α»β, εἶναι ἰσος µε το λόγο δύο ἀλλων 
διαδοχικὠν υπολοἰπων. Θα δείξουμε ότι η ανθυφαίρεση εἶναι τελικἀ 


περιοδική. 


Δηλαδή, υποθέσαµε ὅτι υτἀάρχουνν., μ(φυσικοί) µέεν«μγιατα 
οποία να ισχύει αν/βν-αμ/βµ 


Αν Ανθί(α.β) Ξ [κο,λο,...,Κν,λν,... Κμιλμ,...] 


Ανθ (αν, βν) τ- [ην,λν, .. ο Κμιλμ, ... .] 
τότε: 


Ανθί(αμ,βμς [κμ.λμ, 9999999996 000000 1 
Δηλαδή, Δνθ(αν,βν) Ξ [κν,λν,..., Ανθ(αμ,βμ)] 
Όμως η υπόθεση αν/βν-αμ/βμ εἶναι ισοδύναμη µε την ανβµςβναμ. 


Επειδή αν, βν, αμ, βµ, μεγέθη για τα οποία ισχύει αν»βν , αμΣβμµ και 
ὁπως υποθέόσαµε ανβµξβναμ, τότε Ανθ(αν,βν) Ξ Ανθίαμβμ). 


Γιάννης Π. Πλατάρος 
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Ο µόνος τρόπος για να ισχύουν τα παραπάνω εἶναι αν έχουμε 
τελικά περιοδικἠ ανθυφαίρεση. (δηλ. ΚνΞκμ, λνξλμ, ...... ) 


Γιάννης Πλατάρος 


Η άπειρη πολλαπλασιαστική ανθυφαιρετικἠ διαδικασία της αρµονίἰα, 
στα σχόλια του Φιλολάου. 


Ο Φιλόλαος στο Περί Φύσιος, {ασπιεπί 6, γραμμές 16-24 
υπολογίζει τους τέσσερις πρὠτους ὀρους της ανθυφαίρεσης της 
αρμονίας: 


ὡᾠὢμονί ας δὲ μέγεθός ἐ στι συλλαβὰκαὶ δι ὀξειᾶ ν' τὸ 

δὲ δι’ ὀ ξειᾶ ν μεῖζον τᾶς συλλαβᾶς ἐ πογδό αι. ἔ στι γ 

ἀπὸ ὑπάτας ἐ πὶ µέσσαν συλλαβά, ἀπὸ δὲ µέσσας ἐ πὶ 
νεάταν δι' ὀξειᾶ ν, ἐρΌ αν νεξβῖα| ΤΗ | Τγ...ἴᾶη 5ιἱ | αΏΕ, ἀπὸ 
) τρἰ τας ἐ ς (σρΕίαηΠ α’ ὀξειᾶ ν' τὸ δ' ἐ ν µέσωι µέσσας 
καὶ τρί τας ἐ πό Ύδοον: | αἳ συλλαβὰέ πί τριτον, ἵὄ αν 

δι’ ὀ ξειᾶ ν ἡπιό λιον, 1Ο αἲ’ ρᾶς(Θη ὢ διπλΟοη. οὕτως ᾧ- 

µονί α πέντε ἑ πό γδοα καὶ δύο διέσιες, δι’ Νχθδί(Θη αν τρἰ α 
ἐ πό Ίδοα καὶ δί εσις, 5ἱ | αΏι «) δύ' ἐ πό Ίδοα καὶ δί εσις. 


() Εμείς γνωρίζουμε ότι: 


ο/1-(9/2)1 34/9, με/9 «38/2 
3/2 -(4/9)13 9/8, με 9/8 «4/3 
4/9 5-(9/8)53 9566/2439, με 9Ρ6/249«9/8 


9/8 -(256/249)33 591441/524258, µμεδθΙ4Φ1/52428δ«256/249 
Η τελευταία αναλυτικότερα γράφεται : 


αμ ολων. 


Συνεχίζοντας έχουμε: 
ο ΤΘ Υ 


Αρκεί 265941 « 912/019 
ἡ 284 « 355 
ἡ δ4]ορος 5810563 
ἡ 95.286 «25.057 ορθὀ 
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Ἐπειτα παίρνουμε: 
ο οπου ος βραισδα 
Αρκεὶ 3505/2584 « 2965/4431 
ἠ 994 «9149 


ο ἡ 94 ]0β9 «149 ]ορ» 
Π 44.849 «44.553 , που ισχύει 


Στο επόμενο βήμα: 
265/941 Ξ- (955/284)5 3 9485/9396 
Αρκεί 2485/9906 « 9535/2584 


ἠ Ω5ύ9ο « 93559 


ἡ 5691082 « 95910893 
ἡ  ατι2860« 17ι.2865 , αληθές 


Συνεχίζοντας έχουμε : 
9358/9584 -- (9485/9306)3 Ἡ 966δ/[ο1054 
Πρέπει 3665/9105 « 9455/9306 


9571 «91559 


η 
ἡ 9711069 « 1539]οΡ2 
ἠ 463.284 «463.985 ,το οποίο ισχύει 


Συνολικά οι ὃ πρὠτοι ὁροιτης (πολλαπλασιαστικής) ανθυφαίρεσης 
της αρμονίας εἶναι: [1.1,2,9,3,1,5.9,...] 


(1) 
Από τις παραπάνω σχέσεις, για τα υπόλοιπα, έχουμε 
23/3 » 33/95 » 28/ 95» 3812/0919 » 265/941 » 3955/9584 » 2455/9596 29 665/ 21054 


αυτά τείνουν στο λὀγο 1/1. Ὁμως επειδἠ εἶναι της µορφής 2κ/Αλἡ 9Κ/2λ 
δεν θα γίνουν ποτέ ἶσα µε τ1/1, αφοὺ θα έπρεπε 2«Ξ3λγια κάποια κ,λ. 


Γιάννης Πλατάρος 


ἁτοπο͵, διότι 2, 3 πρὠτοι και ἑκαστος ακέραιος έχει μοναδικό 
ανάπτυγμα σε γινόμενο πρὠτων. 
Ἐπομένως, η ανθυφαἰρεση της αρμονίας εἶναι ἀπειρη. 
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: Να γίνει η ανθυφαίρεση, μεταξύ της διαγωνίου ὃ και 
της πλευράς α ενός κανονικού πενταγώνου. 


Διαπραγμάτευση του προβλήματος: (Απευθύνεται σε αναγνώστη µε ελάχιστες 
πρότερες γνώσεις) 


Το παραπάνω πρόβλημα είναι πιθανόν να ετέθη στους Πυθαγόρειους µιας και το κανονικό 
πεντάγωνο είναι φυσικό σχήµα που απαντάται στην περιοχή 


Κατά τον Νοηπ ΕΓΙΙΖ, είναι πιθανόν η ανακάλυψη της ύπαρξης ασυµµέτρων μεγεθών να έγινε 
από τον πυθαγόρειο Ίππασο. Ο Ίππασος ενδιαφερόταν, πιθανότατα, για το κανονικό δωδεκάεδρο 
και κατ΄ επέκταση για τις έδρες του που είναι κανονικά 
πεντάγωνα. ἸΚάτι τέτοιο κατά Νοπτ ΕΠίΖ, είναι απόλυτα 
δικαιολογηµένο, διότι η Ἱἱάτω Ιταλία είναι γεµάτη από 
κρυστάλλους πυριτίου, οι οποίοι είναι κανονικά δωδεκάεδρα και 
Πυθαγόρειοι ενδιαφέρονταν για αριθµητικές αναλύσεις γεωμετρικών 
επιπέδων σχημάτων και στερεών. Ο ΕΠΙΖ συνδέει την ανακάλυψη. 
ασυμμµέτρων µμµεγεθών µε την άµεση συνειδητοποίηση. πως 
ασυμμετρία σηµαίνει αδυναμία αλγοριθµικής περάτωσης στης 


διαδικασία εύρεσης κοινού µέτρου δύο δεδοµένων συγκρινοµένων 
μηκών. Σύμφωνα µε τον Νοπ ΕΠΙΖ το πρόβλημα είναι το εξής : 


δεδομένου ενός κανονικού πενταγώνου ΑΒΓΔΕ, δεν υπάρχει κοινό µέτρο μεταξύ µιας πλευράς 
του και της διαγωνίου του. 


ΟΙ 





Το κανονικό πεντάγωνο, είναι ένα σχήµα που έχει 5 ίσες πλευρές και 5 ίσες 
γωνίες. Από αυτή την πληροφορία , μπορούμε να βγάλουμε το συμπέρασμα, ότι έχει 
κάθε γωνία του ίση µε 108 µοίρες. Πώς γίνεται αυτό: 


Στο παρακάτω σχήμα, έχω ένα κανονικό πεντάγωνο, το οποίο χωρίζω σε τρία τρίγωνα. 
Α 
άθροισμα τῶν 5δίσων ίσων γωνιών πενταγωνου Ξάθροισμα 
ϱ γωνιών των τριών τριγώνων 
μ..ββ.ςΑ.ςβ-- άθροισµα γωνιών τριών τριγώνων. 
μμ νδλ.ῥ--.180'-2(Τοάθροισµα γωνιών παντόςτριγώνου 
είναι 180’ 
με δλ.ῥ-- 540’ -- (επειδή καιοιδείναιίσες) 
5.Α.-- 540” -» 
μ--- 540” - 
5 
Μ -ι08' 








Στα τρία τρίγωνα που βλέπω στο πεντάγωνο, τα δύο (ΒΑΓ και ΑΔΕ) είναι εξ 
ορισμού ισοσκελή. Φαίνεται (µε το μάτι) να είναι ισοσκελές και το ΑΓΔ, αλλά αυτό 
θέλει απόδειξη. 


Να βρω τις γωνίες των τριών τριγώνων: Ξεκινάω µε το ΑΒΓ. Η γωνία Β είναι 180 


μοίρες, το ξέρω, το βρήκα πριν. Οι άλλες δύο ίσες είναι η κάθε µία 
έστω χ. Τότε: ΧΕΧΤΙΟΣΞΙΣΘΟΞ» 

2ΥΞΙ50--108 

2ΥΞ725 

2. Τα 

σα 


ΥΞ2ό6 


Άρα Υ-ΒΓΑΞ ΒΑΓ-26’. Οµοίως και στο άλλο ισοσκελές ΑΕΔ, έχω ΕΑΔΛΔ--ΕΔΑ-236.. Μετά 
από αυτό το αποτέλεσμα, κοιτάµε το τρίγωνο ΓΑΔ που μοιάζει να είναι ισοσκελές. Οι 
δύο γωνίες που μοιάζουν να είναι ίσες, είναι : Η µία 108/-360 Ξ729, αλλά και η άλλη 
108/-360 7209, (σύμφωνα µε αυτά που έχουµε ήδη ανακαλύψει και αποδείξει) Άρα, 


ΠΡΑΓΜΑΤΙ είναι ισοσκελές. Και τότε, η γωνία ΓΑΔ, θα είναι 180-2372Ξ36 μοίρες. Και κατά 
σύμπτωσ αίνει (κοιτάξτε την κορυφή Α ωνία του πενταγώνου Α , να ΤΡΙΧΟΤΟΜΕΙΤΑΙ 





Ξχωρίζεται σε τρία ίσε ωνίες) 36--36--36Ξ108 μοίρες. Επίσ θα µα ειαστεί και 





παρατήρηση ότι 2336363672. 


Τώρα βλέπουμε το παρακάτω σχήμα: Έχουμε φέρει τις 5 διαγωνίους που 
σχηματίζουν ένα µικρό πεντάγωνο στο κέντρο. Μετά έχουµε φέρει τις 5 διαγωνίους 
στο µικρό πεντάγωνο, που σχηματίζουν ένα άλλο πεντάγωνο και µετά το ίδιο, και το 
ίδιο, και αυτό φαίνεται να συνεχίζεται επ΄άπειρον. 


Το αστέρι που σχηματίζεται λέγεται και «πεντάλφα» ακριβώς, διότι σχηματίζεται 
από επανάληψη για 5 φορές του Ελληνικού γράμματος Α. υπάρχει και ὡς «άστρο του 
Δαυίδ» και ως σύμβολο του Ισραήλ αλλά και ὡς σύμβολο των Τεκτόνων, (δηλαδή, 


Α 





των Μασόνων) . Όλα τα παραπάνω, είναι και αληθή και γνωστά. Το λιγότερο γνωστό, 
είναι ότι όλα αυτά τα σύμβολα είναι ακραιφνώς Ελληνικά σύμβολα και δεν έχουν 
επιλεχθεί τυχαία ως µυστικιστικἀ σύμβολα, καθώς κρύβουν (όπως αυτό εδώ) 
σπουδαίες Συµπαντικές αλήθειες , αλήθειες που είναι πέραν του δεκαδικού Συστήματος 
που περιορίζει την αντίληψή µας για την φύση των αριθμών και των μαθηματικών, 
καθώς όπως έχουµε πει, το δεκαδικό το έχουµε επειδή ως τέκνα της Γης, τυχαίνει να 
έχουµε 10 δάκτυλα. (Βλέπε προηγούμενες σημειώσεις µαθήµατος) Αυτό που κρατάµε, 


είναι ότι παγκόσμιες οργανώσεις ανθρώπων, όπως ο Τεκτονισμός , ανεξαρτήτως του 
αν συμφωνεί ή διαφωνεί µαζί τους κάποιος, έχουν επιλέξει Ελληνικά Σύμβολα, όπως το 
Πυθαγόρειο Σύμβολο του Πυθαγόρα από την Σάµο, που πήγε στον Κρότωνα της Κάτω 
Ιταλίας και έφτιαξε την περιώνυµη σχολή, 550 περίπου χρόνια πριν την γέννηση του 
Χριστού, πέραν του περιώνυµου και σηµαντικότατου θεωρήµατος που απέδειξε. 


Πάµε τώρα να καταλάβουμε τι το σπουδαίο κρύβει αυτό το σχήµα που το έχουν 
υιοθετήσει ὡς σύμβολό τους πολιτισμοί , και οργανώσεις που αναζητούν το Θείο, την 
Αρµονία του σύμπαντος, την αλήθεια πέραν της ζωής µας, δηλαδή, τις φιλοσοφικό- 
θρησκευτικές αναζητήσεις, κάτι που έκανε και η Σχολή του Πυθαγόρα. 


Να βρεθεί η ανθυφαίρεση μεταξύ της διαγωνίου ὃ και της πλευράς 
α, όπου προφανώς α-δ. 


ΒΗΜΑ 1 (του αλγορίθµου του Ευκλείδους που εδώ το λέμε και µε το γενικό όνοµα -όρο 
Ανθυφαίρεση ή Ανταναίρεση) 


Το α στο ὃ χωράει 1 φορά (βλέπε το σχήµα και περισσεύει υπόλοιπο το ὅ-α , όπου δ- 
α«α 


Να εξηγηθεί το ΒΗΜΑΙ 


α Ξξ ΑΒ και επειδή λόγω του ισοσκελούς ΑΒΖ ΑΒΞΑΖΞα , βλέπω ότι «το α χωρά στο 
δΞΑΓ 1 φορά» και περισσεύει το ΖΓΞδ-α. 


Πρέπει να δείξω, κατά τα γνωστά, ότι το υπόλοιπο, είναι και μικρότερο από τον 
διαιρέτη τον α. Δηλ. ὅ-α-«α. 


Πριν το αποδείξω, κοίτα στο σχήµα που έχεις, ότι λόγω ισοσκελών τριγώνων, έχω: 
ΖΓΞ7Ζ8Β (το ΖΒΓ είναι ισοσκελές) 

ΖΒΞΚΒ (Το ΒΖΚ είναι ισοσκελές) 

ΚΒΞΚΑ (Το ΚΒΑ είναι ισοσκελές) 

Τελικά έχω ΓΖΞΒΖΞΒΚΞΑΚΞδ-α 


Να δείξω τώρα και το ὅ-α«δ 





Αν έχω ισοσκελές µε γωνία κορυφής 108 µοίρες και τριχοτοµήσω την γωνία της 
κορυφής (Γενικά δεν γίνεται µε κανόνα και διαβήτη, αλλά ειδικά για την γωνία των 108 
μοιρών γίνεται) θα έχω µε τα ισοσκελή που εμφανίζονται ΑΒΞΑΕ (Το ΑΒΕ είναι 
ισοσκελές) ΒΓΞΓΔ (Το ΒΓΔ ισοσκελές) ΑΒΞΒΓ (ΑΒΓ ισοσκελές) ΒΔΞΒΕ (ΒΔΕ ισοσκελές) 


Επομένως, ΑΒΞΑΕ«ΑΓ (δηλ. ὅ-α«α) 


Απέδειξα δηλαδή, ότι σε ένα ισοσκελές τρίγωνο µε γωνία κορυφής 108 μοιρών, το κάθε 
σκέλος είναι μικρότερο από την βάση του ισοσκελούς. (Θα µας χρειάζεται αυτό το 
συμπέρασμα συνεχώς ) 


ΒΗΜΑΖ 


Το ὅδ-α (ΞΓΖ) χωρά στο α (ΞΓΚ) 1 φορά και περισσεύει το α’ (ΞΚΖ) µε α’ «δ-α (Γιατί το 
τελευταίο;) 


ΒΗΜΑ 3 


Το α΄ στο δ-αξδ’ (ΞΓΖΞΓΗΞΗΚ λόγω ισοσκελών) χωρά όσο και το α στο δ, ΔΙΟΤΙ, είναι 
σχέση πλευράς κανονικού πενταγώνου και διαγωνίου του και όλα τα κανονικά 
πεντάγωνα είναι όµοια και οι λόγοι διατηρούνται. 

᾿ ρ . . : ..αα α αἱ . 
Εδώ «η..παράσταση έλαβε τέλος», διότι αφού ον ο πρ το ο ἡά λόγω της 
ες αεί, εις το διηνεκές, ατελευτήτως, 





ομοιότητας, το ίδιο μοτίβο θα επαναλαμβάνεται 
επ΄ άπειρον.... 


Αυτό µάλλον ανεκάλυψε ο Ίππασος και όχι το άρρητον του ρίζα 2, έτσι τουλάχιστον 
βασίµως εικάζει ο Νοη ΕΓΙΖ. 


Έτσι καταλήγουμε στην βεβαιότητα, ότι 
Ανθυφαίρεση (α,δ)Ξ[1,1,1,1,1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1, 1, 1, 1, Ἱ, Ένιννννι ] 
Είναι η πιο απλή περιοδική ανθυφαίρεση που µπορεί να σκεφθεί κάποιος. 


Η σχέση των α και ὃ είναι άρρητη. Δηλαδή δεν υπάρχει κοινό µέτρο για τα α και ὃ. 


Η σχέση των α και δ, είναι η σχέση της Χρυσής Τομµής. Για κοιτάξτε µέσω ποίας οδού 
θα το ανακαλύψουμµε (µε σύγχρονα μαθηματικά) 


ο ᾱ -2-δ 


α 
Ξ . 1 
πλ μυ... 





Είπανε , ότι 


(Είπαμε ήδη, ότι δ’Ξδ-α και εύκολα βλέπουμε, ότι α΄Ξδ-2(ὅ-α) Ξ2ᾳα-δ (κοίτα το σχήμα) 


Από την (1) αν κάνω την ιδιότητα ότι «σε µια αναλογία, το γινόµενο των άκρων 
ισούται µε το γινόμενο των µέσων» (Η «χιαστί» ιδιότητα) έχω µετά από πράξεις: 


δ)-αδ-α2-θ0 (2) 


Την εξίσωση (2) , µπορεί κάποιος να την δει ως δευτεροβάθµια εξίσωση, όπου 
άγνωστος είναι το ὃ (µπορεί να την δει -θεωρήσει και ὡς δευτεροβάθµια ως προς α.) 
Εδώ την θεωρώ ως δευτεροβάθµια µε άγνωστο το ὃ. 


Κατά τον γνωστό τύπο ΔΞ(-α)2-43153(-α2)Ξ5 αξ . Άρα: 


/ 2 
δ- [ἄ)άνσα (3) Επειδή όµως διαπραγμµατεύομαι ευθύγραμμα τµήµατα µε θετικό - 
2 


αφ 
ματς τ» 


ὃν. αἱ 


ία») 
:αθνδ-α 
φυσικά- µήκος (α»0) έχω: ΄ 2) 
α(ἰ- 5) 
2 
ὃ 1 γν5 
σσ, 





- 


ὃ- 





-» 


Ξρφ; Ι.62( Μετο Ἑλληνιά ῷ µµα φ συμβόλ ζεται διεᾶν ς6ῶώλ 


α 
της Χρυσίς Τομ] ἃ 


(Για την αισθητική αξία της Χρυσής τοµής στις κατασκευές, έχουν γραφεί 
ΕΚΑΤΟΝΤΑΔΕΣ βιβλία! ) 


2 4 
3 χ χν 


Χχ Χχ 
Δίνεται η εξίσωση : μονη 


. 
νεΝ 


Να εξεταστεί υπό ποίες προὐποθέσεις η εξίσωση έχει πραγματικές 


ρίζες και πόσες. 


Απάντηση : 


Με την βοήθεια του λογισμικού πιαίπεαά , κατασκευάζω τις συναρτήσεις 


2 3 4 ν 
Χ Χ Χ Χ 
Ε{αχ)Ξ ο μμ. νΞξΙ()9 


Η πρώτη εικόνα που λαμβάνω προσαρμόζοντας και τα όρια για το χ και 


για το ψ μεταξύ --Ι0 και 10 είναι η παρακάτω: 


10 


9 
{εκ 








2} 
βαν νκι--- 
2) 


χ χὸ 
{{α)-γχ----------- 
2 3 


2 3 4 
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Χ Χ 
Ε{Χ)-γχγ------τ------- | 
(α)-εχ. πεσκε - 


2 3 4 5 -10 0 

Χ Χ Χ Χ 
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2 3 4 5 
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9 χ Χ χΧ κ 
Χ)ΓΧ 
2 3 





Χ Χ Χ Χ Χ Χ Χ 
{{α)-γχ-/-------------ἷ-------'-------'-------ἷ------- 
2 3 4 


-10 -160 


Ἐικόνα 1: Η πρώτη εντύπωση και η συνακόλουθη εικασία που κάνουμε, είναι 
ότι για άρτιο ν δεν έχω ρίζα, ενώ για περιττό ν έχω ακριβώς µία. Μάλιστα 
φαίνεται παραδόξως να είναι η ίδια . πράγµα που δεν συμφωνεί µετην 
μαθηματική µας διαίσθηση. αφού κάθε µία εξίσωση προκύπτει από την 
προηγουµένη δια προσθέσεως ενός νέου όρου . Γι΄αυτό κάνουμε τοπική 


μεγέθυνση. 


2.45 


2.449 


ἓ(α) 


















































{(χ)κ 
α2} 
{(αχ)γχε-- 
) 
κ χὸ 
ἔ(χ)γχγτ-επ- 
ο) ιο 
κ; χὶ κ 
ἔ(χ)γχπ-Έπτ--τ- 
ο 2 3 4 
μμ -- 3.15 ας 
ἔ(χ)γχτ-επτ- τσ ” 
2 3 4 5 
ου 
κκ τπτ --- 
2 3 4 5 6 
κ χὶ κ κ κ κ 
{(κ)γχγπ--π- ιτ -πτ--π-Ἔπ- 
2 3 4 5 6 ᾗᾖΤ 
κ χὶ κ κ χὸ κ χὸ 
{(κ)- χε γπτ- επ στ -π- 
2 3 48 5 6 7 ὃ 


2449 2,45 


3.152 χ 


Ἐικόνα 2: Μετην επιλογή «Ζούμ» δεν αίρεται η αρχική µας εντύπωση περί της 
µιας κοινής ρίζας για όλα τα πολυώνυµα περιττού βαθμού, αλλά βεβαίως, αν 
υπάρχει αυτή η κοινή ρίζα, είναι έστω ρ «ο. Αλλά αυτό απορρίπτεται. 
Πράγματι, αν υπάρχει κοινή ρίζαη ρ. λ.χ. για ν--3 και για ν-» τότεθα 


έχω 1:5ρρ//248ρ/3Ξ145ρ38ρ//24ρ/335ρ/4.85ρ/5- 


4 5 
πω μ.... 

δρ Γ4ρ -0-» 

ρ)(5 «4ϱ)Ξ05 (ρ-0) 


--. 
. 4 


«άτοπο»., διότι --5/4---1.25 ενώ η επιλογή «άχνος» µας δίνει για ψ 


(περίπου) {ίσο µε μηδέν χΞ-1.16. 


Παρ΄όλα ταύτα, δεν είναι ισχυρή η ένδειξη, γι αυτό προβαίνουµε σε 


μεγαλύτερη μεγέθυνση: 
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--θ.137 


1.215 Χ --1.0946 


Ἐικόνα 3: Τώρα καθίσταται σαφές ότι οι ρίζες είναι διακριτές. πάρα πολύ 


«κοντά» αλλά διαφορετικές για κάθε πολυώνυµο. 


Ἐικόνα 4: ακόµα και για πολύ µεγάλες τιµές λ.χ. νζ42 . νΞ4» έχουµε την ίδια 


συμπεριφορά. 


1.278 























--0.659 


1.639 Χ 0.677 


Εικόνα 5: Για ν-17. και για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο. έχω το πιο πάνω διάγραµµα. Η 
{(9Ξ0 έχει µία λύση . διότι η πρώτη παράγωγος (γαλάζια) είναι θετική για κάθε πραγµατικό 
αριθµό και ὡς γνησίως μονότονη στο Ε θα έχει µία µόνο λύση. Το σηµείο μηδενισμού της 


δευτέρης παραγώγου (πράσινης) µας δίνει το σηµείο καμπής στην {(α) 


{(κ) 


 ρυᾷ 


Εικόνα 6: Για ν-42 και για την πρώτη και δεύτερη παράγωγο έχω τα παραπάνω διαγράµµατα. 


Εδώ δεν έχω λύση διότι 42 άρτιος 


3 4 
χ κ 


2 
Χχ Χχ 
χ) 1 χ----Γ-- Γ---Ε...---- 
{ν 08) ο. - 


Εξετάζω δύο περιπτώσεις όπως και προηγουμένως: 


() νζ2ρ 
(1) νςορεΙ.ρεΝ 


Για την πρώτη περίπτωση βρίσκω πρώτη και δεύτερη παράγωγο: 


{(α)ξ1 αχ” Εκ Ε. Ἔα ῃ) 


Για καλύτερη αλγεβρική επεξεργασία . η (1) µπορεί να πάρει την µορφή 


"1 
---- αν γ-] 
ο ει 
γ.αν γΞ] 


{0 Ξ 192 Γ3ὰ Ε... (ν΄ 


{ν(1)Ξ0 5 

χ΄ -ἶἰ-θς 

γθις (γ-1.διοτι Γ (1) -ν) 
μα. 


Άρα το -] είναι θέση πιθανού ακροτάτου. 


Εν (-1)-- 1-24:2-44-5-61-......-(ν-2) (ν-!) 


-ν 


6 «ὐ-ς0βρ-ὸ 
Ε, (-1):-2ρ«0 


Άρα στο --Ι έχω ελάχιστη τιµή στην συνάρτηση την 








ο... ' Γ 
-1)--1-Ί--- τι... - .--.- 
σα ας ο μαι ν 
η Ι 1 
κυς ο ος νο 


Δηλαδή, το ἐελάχιστο της συνάρτησης {ΠΧ) µε πεδίο ορισμού το Κ., είναι 
θετικό. 


Άρα η Πκ) δεν μηδενίζεται στο ξ και άρα δεν έχει πραγματικές ρίζες. 


Εξετάζουµεττις περιπτώσεις για ν-2ρ3{1 

Τότε 

(0-0 

Χ |-] «(1-5 Ι.διοτι Γ (1) -- ν) 

χΞΙ (απορρίπτεται λόγω της προηγούμενης συνθήκης) 

Δηλ. δεν έχω ακρότατα.., ενώ ὡς πολυωνυµική είναι συνεχής και 
παραγωγίσιµη σε ολόκληροτοκΚ. 

Από αυτό μπορούμε να συνάγουµε ότι θα είναι μονότονη Και µη σταθερή 
. άρα θα τέμνει τον άξονα των χχ' και θαέχω µία ρίζα. 


Αυτό µπορεί να αποδειχθεί και µε άλγεβρα επιλύοντας την ανίσωση 


1 χε χ Εκ)ε. Γχ 50 


2ρ41 


Ὁ- εἳ 
1-1] 
(1. -υ4-ὐ20 


Και έχω τον παρακάτω πίνακα: 


»θς»(Υ-Ώ 





























κ. Ξ : σα 
ΧΣΤΙ ε ε τη 
Τ . .. .. 
--σο -1 τ1 οο 


Από όπου λαμβάνουμε ότι η πρώτη παράγωγος είναι θετική στο ΕΚ. άρα 


η Γείναι γνησίως αύξουσα και θα έχει µία ακριβώς πραγματική ρίζα. 


Ακριβέστερος εντοπισμός τῶν ριζών 


Παρατηρούμε ότι {0)-120γιακάθενεΝ 
ον -- σι 25 νά ο 





1-2) -- πο) ων, πο ον τν 
ε2γ-. .. ὅ 1) αλ " 2ρ ορη! Ξν 
Γοέξα 20) - 
ολων ο... Τ2 ρ(2ρ 1) (Όλοι οι όροι είναι 
αρνητικοί) 
Ε(ακ)«0 


Ἐπομένως, 10) {-2)«0 και η Ε είναι συνεχής και παραγωγήσιµη. Άρα µε 
βάση το Θεώρημα του ΒοἱΖαπο , υπάρχει ρίζα ανάµεσα στο --2 καιτο 


και όπως έχουµε ήδη δείξει είναι μοναδική και πραγματική. 


Σχετικά µε την προσεγγιστική μέθοδο Νοεγγίομ --ΚαβΡΗ5οΠ 
Για να εφαρµοσθεί η μέθοδος των Νοννίοη Καρῄςοπ , θα πρέπει να 
εξασφαλισθεί ότι ανάµεσα στην ρίζα και το σηµείο εκκίνησης, δεν 
έχουµε αλλαγή καμπυλότητας. 

Εδώ, για ολόκληρη την οικογένεια κατάλληλο σηµείο εκκίνησης είναι το 
--2 και όχιτο 0. 

Κατά τα γνωστά η ακολουθία που συγκλίνει στις ρίζες της συνάρτησης 
είναι: 


--] 


νι) με χο ο --- 


ᾗν(αο) 
χν- Άν αν) ολο Ισ σταθ.  ν µεταβλητη) 
χ, -ὸ»ρ 


- ε. με] 


και 
Με ένα πρόγραµµα που περιέχει επαναληπτική αναδρομική εντολή, 
μπορούμε να υπολογίσουμε µε την βοήθεια Η/Υ όσους όρους θέλουµε 
από την παραπάνω ακολουθία και να υπάρχει ένα κριτήριο (αυθαίρετο) 
δια κοπής της διαδικασίας, όταν φθάσουμε στην εκ των προτέρων 
επιθυμητή ακρίβεια. Δηλαδή, µπορεί να καθορισθεί ένας εκ των 
προτέρων αριθµός βημάτων πέραν των οποίων διακόπτεται η διαδικασία 
ή εάν η διαφορά μεταξύ δύο διαδοχικών όρων της ακολουθίας γίνει 
μικρότερη απὀ την επιθυµητή ακρίρεια. 


Λόγου χάριν εάν 


-6 
--- - 
μ ν 4 γ-ἰ | κΙ0 , όπου υπολογίζεται η ρίζα µε προσέγγιση 


εκατομμυριοστού. 


ΕΙΣΑΓΩΓΙΚΑ 


Ρητός: Ἐίναι κάθε αριθµός α, Ὑγια τον οποίο υπάρχουν ρεβῤρ και 


. 


αεβρ᾽ταξΞξ-. 
4 


Σύμφωνα µε τον παραπάνω ορισμό: 


ο Όλοι οι ακέραιοι είναι ρητοί ο ποτ στ] 


ο Όλοι οι δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι ρητοί ο 2159: τὴ 


1000 
ο Όλοι οι δεκαδικοί περιοδικοί είναι ρητοί. 
Για παράδειγµα, αν έχω τον αριθµό 
αξ 5.232/41741741741 741... 
Τότε 100.000α - 523741.741741741741... 
.0θα-  523.741741741741... 


Με αφαίρεση κατά µέλη θα έχω: 
100.000α --10θα - 523741.741741...-- 523,1741741... 





ή 909.000α -- 523115.00000... 
: 223118 
η οι 

99 900 


Ὑπό ευρείαν έννοια, μπορούμε να δεχθούμε, ότι και οἱ ακέραιοι και οι 


δεκαδικοί τερματιζόµενοι είναι περιοδικοί µε περίοδο το 0 ή καιτο9 


π.χ. 5- 5.0000000... 
247 - 2470000000... 
2Ξ4ω9ροοοοο... 


2047 -2.46999909.... 
Έτσι μπορούμε να ισχυρισθούµε ότι: 


“Ῥητοί είναι οι (υπό ευρείαν έννοια) δεκαδικοί περιοδικοί και µόνον αυτοί”. 


Χαρακτηριστή για την αντίληψή µας περί του πλήθους των δεκαδικών 


τερματιζόµενῶων σε σχέση µε τους ρητούς µή τερµατιζόµενους περιοδικούς, 


είναι η παρακάτω παρατήρηση: 


ο Ένα ανάγὠγο κλάσμα αν παριστάνει δεκαδικό τερµατιζόµενο, αν και µόνο 
4 


αν «Ξ-2”.5’ µε μεὸ. νεὸ. 


Σύμφωνα µε την παραπάνω παρατήρηση, μπορούμε να ισχυρισθούµε, ότι 


“σχεδόν όλοι οι ρητοί, είναι περιοδικοί, ακόµα και υπό την στενή έννοια”. 








Παραδείγματα: 
3 9142857 142457... 
3 3 3.5 δώ ο 
κ αμ λε, λα ροκ: 0,75 
4 2 2.5 (2:5) 10” 100 
7. Τ.2 14 
ο ο ο ο ος 
5 5-2 10 
1 1 11.5 ορ ορ αν, 


20 22.5 32.5 {02.5 100 


Ουσιαστικά δηλαδή, δεκαδικούς τερµατιζόµενους παριστάνουν µόνο τα 
κλάσματα που μπορούν να μετατραπούν σε ισοδύναμα µε παρονομαστή 


δύναμη του 10. 
Άρρητος: Είναι κάθε αριθµός α που δεν είναι ρητός. 


Ύπαρζη αρρήτου: Ἱστορικά η πρώτη ανακάλυψη αρρήτου αφορά τον γ2, κάτι 
που έγινε απὀ τους Πυθαγόρειους. Η απόδειξη της αρρητότητας του ο. 
επέφερε κλονισμό και κατάρρευση σε όλη τη φιλοσοφική θεώρηση και 
κοσµοαντίληψη των Πυθαγορείων, αφού πίστευαν ότι τα πάντα στη φύση 


περιγράφονται απὀ ακέραιες αναλογίες. 


Πρόταση 1. Ο γ2 είναι άρρητος. 


Απόδειξη: Έστω ότιο 2 είναι ρητός. Τότε υπάρχουν ΡρΕΡ καιφεβ᾽ έτσι 
ώστε ν2- τι Μάλιστα, μπορώ να υποθέσω ότι (Ρ.ᾳ9)ΞΙ. διότι κάθε κλάσμα 
4 


δύναµαι να το απλοποιώ, καθιστώντας το ανάγώγο. 


Ἔτσι: πρι τ - 
4 
(92)’ 1] - 
4 
24 ρ' -» (0) 


ο ρ’ είναι άρτιος -» (διότι κάθε περιττός δίνει περιττό τετράγωνο) 


ΡΞ2Λ, λεὺὸ-» 


ϱ) -4λ 5 (1) 
24--4Λ’ 
α΄ -2)Λ2 -» 


4” άρτιος -» 
4 άρτιος, όπερ άτοπον, αφού καταλήξαμε στο συμπέρασμα ότι 
Φ άρτιος Και ᾳ άρτιος υποθέτοντας ὀτιτα Φ. ᾳ είναι πρώτοι μεταξύ τους. 


Επομένως ο ν2 είναι άρρητος. 


Αλγεβρικός: Είναι κάθε αριθµός α, ο οποίος δύναται να είναι ρίζα ενός 


πολυωνύµου µε ακεραίους συντελεστές. 


Ανάγωγο Πολυώνυµο: Ένα πολυώνυµο {(α) µε ακέραιους συντελεστές θα 
λέγεται ανάγῶγο, όταν για κάθε ανάλυση της µορφής /(α)Ξ ια): {(4) όπου 
τα {(α). {ο(α) είναι επίσης πολυώνυµα µε ακεραίους συντελεστές, να έπεται 
ότι {ι(.) - σταθερό πολυώνυµο ή {;(α) - σταθερό πολυώνυµο. 

Με άλλα λόγια, ένα πολυώνυµο {(α) µε ακεραίους συντελεστές θα λέγεται 
ανάγῶγο όταν δεν µπορεί να αναλυθεί σε γινόμενο πολυωνύμων 


µικροτέρου βαθμού (βαθμού 320) που να έχουν επίσης ακεραίους 


συντελεστές. 


Πρόταση: Αν {(α) ανάγωγο πολυώνυμο βαθμού η και µε /(α)-0. Τότετο 
Ἰ(α) είναι το ελαχιστοβάθμιο πολυώνυµο µε ακεραίους συντελεστές που 


υπάρχει και έχει ως ρίζα τον α. (Η απόδειξη επαφίεται στον αναγνώστη). 
Παραδεῦματα: 

ο () 2/4 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του πολυωνύμµου (40) -4ὰ-3 

ο Ο «2 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του πολυωνύµου ο(α)-- α΄ -2 

ο Ο φ24 93 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του φ(α) -- κ΄ --4κ” ΕΙ 

ο () αριθµός 4/2 είναι αλγεβρικός, διότι είναι ρίζα του /{(ὰ1)-κ΄--2. 
βαθμός ενός αλγεβρικού αριθμού ὅ Κάθε αλγεβρικός αριθµός ὅ, χαρακτη- 


ρίζεται απ᾿τον βαθµό του και αυτός είναι ο βαθµός του ελαχιστοβαθµίου 


πολυωνύμου µε ακεραίους συντελεστές του οποίου ο 6 είναι ρίζα. 


Έτσι: 


ο Κάθε ρητός αριθµός είναι αλγεβρικός βαθμού 1, αφού αν ό -- Ρ » τότε είναι 
4 


ρίζατου Ο(α)- 4 πρ (ΡεΡ. Φεβ’) 
ο Ο 92 είναι αλγεβρικός βαθμού 2, αφού είναι ρίζα του ϱ(α) -- κ΄ --2. ενώ 
δεν δύναται να είναι ρίζα πρωτοβαθµίου πολυωνύμου, διότι τότε αν ήταν, θα 


είχαμε 


ρ.ήδαᾳ-θ-νὸλ---ᾱ και ο 92 ρητός, όπερ άτοπο. 
. 


ο Κάθε άρρητος αλγεβρικός, είναι βαθμού μεγαλύτερου τῆς µονάδος. 
Υπερβατικός: Είναι κάθε αριθµός ὅ ο οποίος δεν είναι αλγεβρικός. 


Ὑπαρόη υπερβατικού: Ἱστορικά, τον πρώτο υπερβατικό αριθµό τον 


κατασκεύασε το 1544 ο Γ 1ουν]]]α και είναι ο 


ο ο η ο Ἱ-- 
ἓνὰ 0 


Για την απὀδειξη της υπερβατικότητας του παραπάνω αριθμού χρειάζεται 


πρώτα η απόδειξη της παρακάτω πρότασης: 


Πρόταση 2 (1Π1ουν1]ε): Αν ο ὅ είναι αλγεβρικός βαθμού ν ΣΙ, τότε υπάρχει 





ακέραιος ΛΜ, τέτοιος ώστε, για κάθε ρητό αριθµό Ρ »να ισχύει 
4 





ἐ-ᾱρ -- 
4! Μα 


Απόδειζη: Αφού ὅ αλγεβριός βαθμού ν, υπάρχει πολυώνυμο 


(α)-αμχ” αι” Έ.. Γαιχ αρ µεβαθμό ν, και /(ό)-θ. 
ν γ-Ι 1 0 


1σχυρισμός: Η εξίσωση {(α)Ξ0 δεν έχει ρητές ρίζες. 


Πράγματι αν το {() είχε ὡς ρίζα το ρητό . διαιρείται µετο α . και τότε 


ῶτ[α- ο. νχεὂ 


και 


/οῦ-[ε-.)οῷ-ο. 


α 


θ-[ε ρ 


α ο. α ς 
και ό-- Π 0 αφού 6 άρρητος και Π ρητός. 


Άρα Ο(6)Ξ0., δηλ. ο ὅ είναι ρίζα πολυωνύμου βαθμού ν--Ι, πράγμα άτοπο, 
αφού το 6 είναι αλγεβρικός βαθμού ν. 
Παραγωγίζοντας το {(4). λαμβάνω το {’α) το οποίο είναι επίσης 
πολυώνυµο ν--ἰ βαθμού. 
Αν θεωρήσω το διάστηµα [ό --Ι.ὅ --Ι]. τότε μπορώ να υποθέσω ότιτο {(α) 
θα φράσεται σ᾽αυτό από τη μέγιστη και ελάχιστη τιµή του {’() στο ίδιο 
διάστηµα. Δηλαδή 

Μ.,ς/οςΜι, νκε[-1,ό-] (1) 


Θεωρώντας ως Μ΄ Ξπιαχ{/Μι].|Μ. [1 η (1) γίνεται 


4 ΊςΜις/ΓΑΣΜΙΣΙΜΞΞΙΜΊΙς 95Η" 
ΞΙ/Γ090ΙΞΙΜΙ Ὑχε[έ-]ιέεῃ (2 


Από το αξίώμα Αρχιμήδους-Ευδόξου (ακριβέστερα από πόρισμα αυτού) 


υπάρχει Μ εὸ µε Μ2|Μ’Ι.Έτσιη (2) δίνει 








ως υΥκε[-Ιιζς1. (3) 
Για τον τυχόντα ρητό -- 4 20 θα δείξω ότι 
4 
Ρ ] 
ὅ ----ιΣ ος (8) 
4ἱ Μ-α 
Η (4) είναι προφανές ότι ισχύει αν Σ]. 





-- 
4 





Θα δείξω την ισχύ της (4) αν ιό β «Ι, δηλαδή για όσους ρητούς απέχουν 








απ᾿το ὅ απόσταση μικρότερη ή ίση της µονάδος. (Γι'αυτό άλλωστε έχω 
επιλέξει και το διάστηµα [ὁ --Ι,ὅ --Ι]). Για το οποιοδήποτε Α΄ που ανήκει στο 
προηγούμενο διάστηµα, μπορώ να θεωρήσω το Θεώρημα της Μέσης Τιμής 


του διαφορικού λογισμού για το διάστηµα έ Ἴ ή α ε 
4 4 





Σύμφωνα μ᾿᾽αυτό, υπάρχει γε έ ΄ ήγε Γ «; 
4 











4 
ΤΠ ή: ήΣ]- (5) 
Γ0)- Ξ- 
ἐ-ξ -- 
4 4 
/Φ-ή5] 
ή Ωι- -- 
. 


τι με- -»(12)50 διότι ζρίζατου /{4)) 





5] πο] ε-ᾱ - (3) 
4 4 











4 4 
ος «α-μηζ-ᾖ. (5) 
4 4 








Ισχύει ότι { 5 30 απὀ τον ισχυρισμό που αποδείξαµε στην αρχή. Άρα το α΄ 
4 


µέλος της (5) είναι ακέραιος -0. 


- 


Δηλαδή Σ1 και η (5) δίνει 








ο ος μας (6) 
4 Μ 





ο Μηε-ᾱ 
4 








λεν ς τ 
4 

Το α΄ µέλος της (6) είναι άρρητος (βαθµός της ὅγεη 1) ενώ το β΄ µέλος είναι 

ρητός. 

Ἐπομένως δεν ισχύει η ισότητα. 


Έτσι έχουµε το αποδεικτέο, δηλαδή 


Ἱ 
4 Μ΄ 





4 





Πρόταση 93 (1 1ουν1]ο)ς Ο αριθµός ἕ - Σ 'Ὁ είναι υπερβατικός. 
κΞΙ ἳ 


Απόδσειζη: Θεωρούμετον Ν αυθαίρετο φυσικό. Για νΣ Ν συμβολίζουμε µε 


ὄ, Ξ --- νὰ οιὰ 
101107 1ο” 1 4 








µε ςΞΙ0” και ϱΞΙΟ” Πιο ειθὴε... 1ο ο μ1. 


Ισχύει: 


ο«ἕ- ξ-ςσ-ἕ, Ιου. 10:02! 10:09 πο, ο ο ο 








4 
κο ο κ κ ών κ κα. 
ας ο κ ο ο μα) 
κκ μμ νο μα. 

Ισ ολο 
ος 
2. 
ο 
εκδ ν. 
Δηλαδή τελικά | ε- «δρ, 








Όμως, απὀ την πρόταση 2 και το αµέσως προηγούμενο συμπέρασμα, 
μπορούμε να ισχυρισθούµε ότι ο ὅ δεν είναι αλγεβρικός βαθμού μικρότερου 
του Ν. 


Πράγματι αν ο ὁ ήταν αλγεβρικός βαθμού μικρότερου του ΜΝΜ, έστω ν «Ν 


(Ν--ν’ 51). Τότε νἕ- ρητό 3Μ εὺ: 
4 





Ρ 1 
ό 5 τς (4) 
4. Μα 


και για τους συγκεκριμένους β. ὅ, ισχύει 
4 


ε-ξ ρησν, (2) 
4 





Απότην (1) και (2) έχω: 





ο «23 -ὃ κ 
Μα Μα κἆ 
σα «2ΜΩ᾽ 


σαν «2Μ 


«(10303 «2Μ ΝΝνΣΝ. 
Άτοπο, διότι αρκούντως µεγάλο ν, υπερβαίνει τον 2). 


Έτσι έχουµε ότι ο ὅ δεν είναι αλγεβρικός βαθμού μικρότερου του ΛκαιοΝ 
αυθαίρετος. 

Άρα ο ἆ δεν έχει βαθµό μικρότερο του Ν, για κάθε Ν, πράγµα άτοπο, διότι ό,τι 
βαθµό και να είχε ο ὅ, κάποιος Νθα τον ὑπερέβαινε. 


Άρα ο δεν είναι αλγεβρικός, είναι δηλαδή υπερβατικός. 


Αριθµός ΙΠἱομνί[α: Λέγεται ένας αριθµός ὅ, όταν είναι άρρητος και εάν για 


1 


4 





κάθε φυσικό αριθµό ν, υπάρχουν ῥ και (ᾳ Σ 1) τέτοιοι ώστε: ς πας 


Πρόταση 4: Κάθε αριθµός ΓΙουν]]]ε είναι υπερβατικός. 

Απόδσειζη: Ὑποθέτουμε ότι κάποιος αριθµός Γουν]]]αε ὅ, είναι αλγεβρικός, 
βαθμού ν. 

Τότε ν ΣΙ. αφού ο ὅ άρρητος. 


ήν. / δ. / ΣΧ / Ψ. 
Απότην πρόταση 2, έχουµε ότι 3 Μ εΟ έτσι ώστε 








Ρ ] 
για κάθερ. ᾳ ακεραίους µε ᾳ 20. 
Επιλέγω Κεὸ: 
2132’.Μ. (3) 
Επειδή ο ὅ είναι αριθµός Τ1ουν1]]ε, υπάρχουν Ρ. ᾳ ακέραιοι (ᾳ 21) µε 
ς ας (2) 





Από (1) και (2) έχω ο » 
4 





Μα νο ΣΜΣσαᾳ 221” ὄά άτοπο. 


ν 


Άρα κάθε αριθµός ΓΤ1ουνΊ]]ε είναι υπερβατικός. 


10 


ΗΡΟΤΑΣΕΙΣ ΠΟΥ ΣΥΝΕΒΑΛΑΝ ΣΤΗΝ ΠΗΡΟΑΓΟΩΓΗ 
ΤΗΣ ΜΕΛΕΤΗΣ ΤΟΝ ΑΛΓΕΒΡΙΚ{ΟΝ ΚΑΙ 
ΥΠΕΡΒΑΤΙΚΟΝ 


Θεώρημα των 4. Τήµο-(.Π. δἱορο[-Κ.Ι. Κοίς “Αν ὅ είναι αλγεβρικός 


αριθµός βαθμού ν2], και ῥ, 4 ακέραιοι µε «20. τότε η ανίσωση 


.. 
-- 





1 
«--- έχει πεπερασμένο πλήθος λύσεων σε ακεραίους ῥ, 4, για κάθε 
4 


σος 


6αΠίΟΥ (1573): “Το σύνολο τῶν αλγεβρικών αριθμών είναι αριθμήσιμο, ενώ το 


σύνολο των υπερβατικών υπεραριθμήσιμο”. 


ο ΠΙρακτικά η προηγούµενη πρόταση σηµαίνει ότι οι υπερβατικοί είναι “πάρα 
πολύ περισσότεροι απὀ τους αλγεβρικούς ή αλλοιώς, η πιθανότητα να 


επιλέξουμε αλγεβρικό τυχαία ανάµεσα από τους πραγματικούς, είναι 0 ()) 


Ψοἰογδίγαδς: ' Αν αι,α.....ᾶ, διαφορετικοί ανά δύο αλγεβρικοί, και 


γ 


ον ιαφορετικοί από το 0, τότε ῥι -οἳ --β, ο ε...Εβ, ο 5-0”. 
Γ1β2).9ῤν διαφορετικοί από το 0, τότε βι «εὔ -β,"ε νε θτ 


Πρόβλημα-Ερώτημα του ΗΙβρονί (1900): “Αν ζαλγεβρικός με ὅ--θ και ὅτε] 
και β άρρητος αλγεβρικός, τότε ο ὅ/ είναι υπερβατικός 23. 
ο Καταφατική απάντηση δόθηκε το 1934 απὀ τους (εἰ Ταπά-δοππείάετ και 
έτσι γνωρίζουμε σήµερα ότι αριθμοί της µορφής π.χ. θε ' Ὦ ών Μ2 ο. είναι 
υπερβατικοί. 
ο Η βασική τεχνική που δημιουργήθηκε την ίδια εποχή για την απόδειξη της 
υπερβατικότητας ενός αριθμού ὅ’ - ἕδ συνίσταται στην απόδειξη του ότι 

βέηξ -- ἐηζ'-0. 


Γενικότερα απεδείχθη το εξής: 


1 


4. βαΚον (1966): “Αν ὅιιό,.....ὄν και βι.β2.....ῤν είναι µη µηδενικοί αλγεβρι- 
κοί αριθμοί τέτοιοι ώστε οι {πζι., ἐπζο....,ἐπό, να είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 


στοιχεία υπεράνωτου ὃ , τότε βι4ηζι -- β,(πζ, -Ε... Ε Από, 0”. 
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Η ΑΡΡΗΤΟΤΗΤΑ ΤΟΥ ΑΡΙΟΜΟΥ ο 


Πρόταση ὁ: Ο αριθµός 6 είναι άρρητος. 


Απόσδειζηῃ: Από το ανάπτυγμα κατά Ταγίοι τῆς συνάρτησης ε” έχομε: 














1 ο. α ή 
ε τπτ Ἔτς Ἔν Ἔπ Ἕ 
ν 2 γ 
Για χΞ]1 έχοµε: 
1 Γι 1 1 
ϱ Ξ6ξ]----Ἔ--- τιν Ἔτ Ἔ νι» 
πμ 2 31 γ| 
ΓΕ α 1 1 1 1 1 
ΕΞ Ι---- Έτ Έτ Ἔτ Ἑ .. .. ης 
πμ 2 31 νι ἰ(νΕΡ! (ν-2)1 (ν--2) 
ο οσο (4) 
2 31 γ| 





Θα αποδείξουµεότιθς«κ,« : 
(ν-ΕΡ! 


Πράγματι Κ, 20, προφανώς ὡς άθροισµα θετικών όρων. 


μα αν ο ο ον 
(ν-ΕὈ! (να 2)! (ν 3)! 





Επίσης 








1 | 1 1 
Κ/Ξ . Ἓ μι 
(νΕὈΗ ν-2 (ν-2)ν--3) 





Κ,« : π : .. . τω - (άθροισμα απείρων όρων Γ.Π. 
(ν-ΕΡ! 2 


με αιΞ] και 1Ξ1/2) 


2 
ν----ς-. 
(ν Ες Ώ! 


Ὑποθέτουμε ότι ο ἑ είναι ρητός. Τότε 
α - : 
εξ Π µε α,β θετικούς ακέραιους. 


Μπορούµενα θεωρήσουµε(νΣβ καινΣ 2) νεὸ. Τότεη (1) δίνει: 


α ] ] γ]-α γ| γ 
εξ- -Ξιἰε]Ε--Ε...- Εντ -Ξνηνη--- Ε.. Ἔ-- Ἔν]κν 
ῤ 2 γ! ῤ 2] γ! 
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Στην παραπάνω ισότητα είναι παρατηρητέα τα εξής: 

ο Το αριστερό µέλος είναι ακέραιος (διότι ν» 4 και άρα το ᾖ είναι 
παράγοντας του ν!) 

ο Το δεξιό µέλος αποτελείται απὀ άθροισμα ακεραίων όρων πλην του 
τελευταίου όρου γ]Δ,. Όμως έτσι, και ο τελευταίος όρος ν], πρέπει 
υποχρεωτικά να είναι ακέραιος (Ως διαφορά ακεραίων αν μεταφέρουμε τους 


υπόλοιπους προσθετέους στο α΄ µέλος). 








Άρα 
γ], ακέραιος 
2 
2 ο 0«νι,«ν 

κα θ«,« (ν-Ε 01 

(ν-Ε 1 
Ξ0θς«νκ, -- « -οᾖ, 
ν-Ε 1 (523 


Δηλαδή ο ακέραιος ν)Κ, ευρίσκεται μεταξύ 0 και 1, πράγμα άτοπο. 


Ἐπομένως ο ϱάρρητος. 
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Η ΑΡΡΗΤΟΊΗΤΑ ΤΟΥ ΑΡΙΟΜΟΥ π 


Για την απόδειξη της αρρητότητας του π θα χρειασθούµε κάποιες βοηθητικές 
προτάσεις-λήµµατα, τα οποία θα χρησιμοποιηθούν στο σώµα της απόδειξης 


και τα οποία παραθέτουμε: 


.πεὸ (1) ισχύουν: 


ήμμα 1: Για την συνάρτηση {,(α) - χατα) 
η 


1. ος 0) « τι και θ«κ«1 
πὶ 


πο πο 
π] κ--ο κ 
ΠΠ, Γ.0(0)-θαν πι «ή ή πιΣ 2η 


000) -- ακέραιος αν η σπις2η 


Ἰ 


ἵν. Γμ(α)Ξ {4 --α) και 
ο (3) .. (-υ” μἩ 4 -- κ) και δά ) -- ακέραιος, για κάθε πι. 


() Απόδειξη του ότιθ« {()« α σκχε(θ,) 
Η! 


Έχω 
ος ο ον 
θσ-χ Ἔ-]ἶ -» 
.1γθσ]1-α οἱ -ἰ-» 
.δ]-α20 


Με πολλαπλασιασμό κατά µέλη πρώτης-τελευταίας, έχοµε: 
Με πολ/σμό µε τον εαυτό τ 
ϱ «αί-) «ι -/ δαν ͵ 
η--ἶ φορές 
0ϱὔ «κα (1-1) «1” -» 
ϱ «4 -α)” «1 -» 
0 . Χ” (1 -- κ) » 1 
πι πὶ Πὶ 


π] 


- 
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. 1. ᾗ 
(1) Απόδειξη του ότι Γι) - (1 ον 
Η/ κ-ὐ κ 
Με χρήση του αναπτύγµατος του Διωνύμου του Νεύτωνος έχοµε: 


ο πμ ορ, 
Π. κΞ0 Μ. ΚΞ0 


(11) Γενικά μπορούμε να αποδείξουμε επαγωγικά, ότι 
(προ Ό-2).. (ρα). 
Από το παραπάνω, είναι φανερά τα εξής: 
ο Όταν η τάξη παραγώγισης πΙΞ Ρ. τότε 
(«23 -- ρ(ρ--ὓ(ρ --2).. 2.1. αἱ 
ορ 
ο Όταν 5 ρ.τότε (κ!) -0 
ο Όταν Ι« ρ έχοµε ένα µη μηδενικό μονώνυμο του κ, δηλαδή 
(προ ὑ-2).. (ρα). 


Από την (11), έχοµε ότιη {/(α) µπορεί να γραφεί στη µορφή 


Ι 
α)Ξ σου” Γεια”. Εογχ”  .. Ἔσομα] 
Π] 


όπου 6ᾳ.6ἱ.62...02 ακέραιοι. 
Έτσι: 
9 Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι μικρότερη απὀ ῃ{, τότε η αγκύλη 


αποτελείται µόνο απὀ µη μηδενικά µονώνυµα του αχ, συνεπώς 
1 
ο (ϱ) --[θαθ-.. «01-06. (πςβ). 
Π 
Φ Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι µεγαλύτερη απὀ το 2Η, τότε όλα τα 
µονώνυµα της αγκύλης είναι ήδη 0 και βεβαίως 
{0(9-0,. (2Η). 


9 Αν η τάξη παραγώγισης πι είναι μεταξύ Π και 2Η συμπεριλαμβανομένων, 


τότε: 


16 
ώμο] ο. µονώνυµα του αχ] 
ΕΞ . «6ι(Π-ΕΤ)Η- µονώνυµα του χ] 
ά... ππῑθ 0-6) (1 3 2)Η- µονώνυµα του α] 
ϱόδϱ- τπῑθ 034 ...0 6,  (2η)!] 


Έτσι, για κΞ0 έχω 


{.(0)--αμι 
ηἱ 


ΓΑ (0)----ᾱι(α ΣΤ] 
ηἱ 


{ ()- το, (2η)! 
Η. 


Οι οποίοι, είναι όλοι ακέραιοι. 


(1ν) Στην αρχική συνάρτηση, θέτωντας στη θέση του κ, το ]--κ., θα έχοµε: 


ο ωρή κωδ α- . α΄ 


Πὶ 





[κ (). 


Παραγωγίζουµε χρησιμοποιώντας τον κανόνα της αλυσίδας (σύνθεσης 


συναρτήσεων) και έχω: 
{ 00 {ιν ᾱ-α)τα--α) (θ) --ᾱ) 
ᾗ θτ(υθα-)α-)(οςοα-) 
27 (θήρα ρα ον”. ο, χ) 


ωδή» λα, ο. χ)-(1--κ) Ξ-(- μ’ «ΙΟ -) ὁε.δ. 
Επίσης απ΄ την τελευταία σχέση για κΞ1 έχοµε: 


απ ω- συ” Ο)ς, ακέραιος, ν μι. 
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ήμμα Π: Αν αεθ και «20, τότε υπάρχει 


ρε σηΣηρ 
π 


Απόδειζη: Αν θεωρήσουμε Π ὸ|2α| (Ἠ) τότε 


πε 


α 
(α-ς Ώ)! 


[η 


ἄα 


Ἰ 


1α 


« 
ῶ 2 


α 
π-εΙ 





























πι πὶ 


Γενικά για κάποιο συγκεκριµένο πρ | 2α| θα έχω διαδοχικά: 






































αἱ 1 αὉ 
(αρ ΕὈ! 2 
αοἳ2 1 αοὶ 1 α0 
- 
(αρ 2)ἡ 2 (η, εΟή 22 1η 
απο 1 αὉ 
--- (1) 
(πρ) 23 πι 














Η (1) ισχύει για κάθε ἆ εὸ. Το β΄ µέλος της (1) είναι µια μηδενική ακολουθία, 


αφού 








] 

τεσς ο 

2 Ι. Ἰα” 

πο ο πο 
-οί Πρ: 

πρ 








Έτσι το α΄ µέλος της (1). είναι µια ακολουθία που φράσσεται απολύτως, από 


μηδενική. Επομένως θα είναι κι᾿αυτή μηδενική. Δηλαδή 
πρ ΓΚ 


απ ο εδ ἠ τς νο σηΣη ἠ 5 νου πεὸ’. 
0 
(αρ -ε Κ)Ι πι η] 


Έτσι, για δεδομένο ε20., θα επιλέγουμε πῃ ὸ|2α| και στη συνέχεια 








1 Ἰαἲ 
τε οι τι Κοξ ή 
0 
21ο [η] 
πρ 
[0] { . 
Κο ῃσ28 ή 
πρ 
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[ο ; ; 
2 το οποίο υπάρχει. 


Πα δ 











Τότε, το ζητούμενο ρ θα είναι το Πρ -εΚρ και 
[η 

ἄα 

η] 


ήμμα ΠΠ: Εάν π᾿ είναι άρρητος, τότε και π άρρητος. 


«ενηΣπιΕζρξπρ. 





Απόδειξη: Έστω ότιπ ρητός. Τότε έχω ῥΡ.ᾳΕεΡ: 
- 2 
ποπ] -- ] υπ - ως ρητός όπερ άτοπον. 
4 4 4 
Άρα ο π είναι άρρητος. 
Πρόταση 6: Ο αριθµός π΄ είναι άρρητος. 
Απόδειξη: Έστω ότι π΄ ρητός. Τότε υπάρχουν αεβρ. δεβρ᾽: 


2 ἄα 

πο ρτον 

[ο 

Ορίζω τη συνάρτηση σ ὡς εξής: 

σα) -- ϱ” [π.δ] () απ δω... 0" 22). 


Αν θεωρήσουμε ότι εφαρμόζεται η επιµεριστική ιδιότητα στην (1). τότε για 


τους συντελεστές θα έχω: 


-ᾱ1 ἆ 
Εν δι, 





π. 21-24 πρ 2γη-κ αἱ 4 ματ. 
ὑ'π μπα ο Ξ ρα 
Δηλαδή, όλοι οἱ συντελεστές είναι ακέραιοι αριθμοί. Επίσης απὀ λήμμα 1 (1) 
και (1ν) έχω ότι 

Γ00(0). και /Γ() ακέραιοι νη. 
Από τα προηγούμενα, ευθέως προκύπτει, ότι 
σ(0) και σ(1) είναι ακέραιοι. 
Παραγωγίζουµε δύο φορές την (σ(4) και έχοµε: 
σα) μὴ ρω-π δω. ω. 


Παρατηρούμε ότι ο τελευταίος όρος της (2) (-Ώ)/6"" (9) -0. διότι η τάξη 
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παραγώγισης έχει υπερβεί το 2Η. (Λήμμα Ι (1)). 
Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (1) µε π και στη συνέχεια την 
προσθέτουμε κατά µέλη µε την (2), όπου µετά τις απλοποιήσεις λαμβάνουμε: 


σα) απ) σα) -- ϱ)π) Ε(4) -» 


σι κπ2σ(α) -δ” ο ῶ5 


Η-Ε 





. {0 -» 


σ'(ϱ) επ΄ σ(α) πα” Ρα). (3) 


σ (0 καπ σ( --δ” 





Θέτουµε Η() -- 6 (Φ)ημ(αχ) --πΟ(α)συν(πν). 

Παραγωγίζοντας της Η(«) λαμβάνουμε: 

(9 Ξ [6 (4) ημπχ Επσυνπκ «ο (α)]--π.[6 (0συνπα-πᾶ(α)ημπχ]-» 
Η΄ (9 - 6 (α)ημπκ «πσυνπτ: ( (α)--π- (4)συνπα - π Ο(α)ημπκ 
Η(α)Ξ[σ’(0) επ’ σ(α)]ημπεΞ» (λόγω (3)) 


Η (0) -π᾿ -α" [, ο) ημπε-» 

[η ωάν ας [π)α' {ημπχάε-» 

ΠΩ ΠΟ τ΄ α/ ολημακάν-» 

(σημα --πΟ(Ώσυνπ) --(6(0)ημθ --π-6(0)συνθ) -- α᾿ [α' Γωημπκάν- 
α [σὺ σ(ο]--π’ | αἩ [,ημπιάν-» 


(6(3 «- σ(ο) πα ]α/, (λημπκά. (4) 


Το α΄ µέλος της (4) είναι ακέραιος αριθµός, άρα καιτο β’. 


Εξάλλου απὀ το Λήμμα Ι (1) ισχύει: 
οκ ῶς-., για θ«ακ«ς]1 - 
πὶ 


0.πα”ημπχ «πα ημχ: {(α)« -- 
η 


{2για θ«κ«1-» 
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1 [η 
[οῶχ « π] α” {,(α)λημπκᾶκ « [ πχ ο 
0 0 ϱ π 


νι πα” 
θ«π[α {ιαληµπχάχ κ (5) 
0 πι 


Η σχέση (5) ισχύειγια κάθε πεὸ. 


Σύμφωνα µε το λήμμα ΠΠ, υπάρχει πρ, έτσι ώστε 


[η 
πα 
σποτ «Ιι νηΣπῃ. 
π] 


Έτσι η (5), αφού λάβουμε υπόψιν και την (4) δίνει ακέραιο μεταξύ 0 και Ι. 
πράγµα που είναι άτοπο. 


Επομένως ο π᾿ είναι άρρητος και απὀ Λήμμα ΠΠ έπεται ότι π άρρητος. 
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Η ΥΠΕΡΡΒΑΤΙΚΟΤΗΊΤΑ ΤΟΥ ο 


Για την απόδειξη της υπερβατικότητας του 6, θα χρειασθούµε κάποιες 


βοηθητικές προτάσεις-λήµµατα τις οποίες παραθέτουμε: 


Λήμμα ΙΥ: ο (1) Εάν ρ πρώτος και ν φυσικός µε (Ρ.ν):Ε1 (: δεν είναι πρώτοι 

προς αλλήλους), τότε νΞπολρ. 

ο (1) Εάν όµως ν-«πολρ τότε (ρ.ν)Ξ. 

ο (111) Αν ρπρώτοςκαι Ρ/α:β τότε (ρ/α ἠ ϱ/β) 

ο (ἵν) Αν(ρ/α και ῤρβ)τότε Ρ]αβ 

ο (ν) Αν(ρ/αι,ρ/α,..Ρρ]αι) τότε Ρ αια....ᾶν 

ο (νί) Αν ρπρώτοςκαιν φυσικός µε ῥρ2ν τότε ϱρ | (ν))” 

ο (ν!1) Αν το ρ διαιρεί τους όρους ενός αθροίσματος πλην ενός, τότε δεν 
διαιρεί το άθροισμα. 


Απόδσειζη: (1) Έστω ότι (ρ.ν)Ξὸ ΣΙ. 


Τότε δρ» (επειδή ϱ πρώτος) 
(1 ή ϱ)-»(ὁ κἩ 
ὃΞ ρ (1) 


Έτσι δ/ν-»ρ/ν-»ὶ νζπολ 
Ὃὸ 


(1) Πρόκειται για την αντιθετοαντίστροφη πρόταση (1) άρα ισχύει. 

(11). Για την απόδειξη αυτή, θα χρησιμοποιήσουμε ένα θεμελιώδες θεώρημα 
τῆς θεωρίας αριθμών που είναι το εξής: “Αν (α,.β)Ξ1. τότε Ἄχερ και 
γερ: αχ ΕβΥΞΙ”. 

Έτσι έχουµε: 


Αν (Ρ/αβ και Ρ/{α)-»(Ρ/αβ και α πολ ϱ) 


ο λν(Φ/αβ και (Ρα) 1 (2) 
(1) 


Όμως, απὀ το θεμελιώδες θεώρημα της Θεωρίας Αριθµών, υπάρχει 


ν) 


(ν) 


(ν)) 
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(α,γ)εβρχρ:ρχΓανξ]. 


Έτσι η (2) γίνεται: 


α-κ.ρ Ικερ (3) 
ΡΧΤαγΞ]Ι (4) 


Επιλύομαι την (4) ὡς προς α και αντικαθιστούμε στην (3): 
(Μπορούμε να υποθέσουμε ότι ν-0. διότι αν γΞ0., τότε 2] και το 


συμπέρασμα καθίσταται προφανές, αφού 1/β). 


Ῥιου ΕΝ Αρ ρς βΙ- ρ.)-» 
.. 


Κνρ- Αῥ- Αρχ (49 ΥΡΟΡΞ ΛΑ» 
ῥςπολρς» Ρ/Ρβ. 
Οµοίως δείχνουμε ότιαν (Ρ/αβ και ϱ/ 0) τότε ρ/α. 


Έτσι τελικά έχουµε την αποδεικτέα, δηλαδή 


Αν (Ρ/αβ) τότε (ρ/αἠ Ρ/Λ). 
Πρόκειται για την αντιθετοαντίστροφη πρόταση (11), άρα ισχύει. 


Η ισχύς της προτάσεως για νΞ2 απεδείχθη στο (1). 
Ὑποθέτουμε ότι Αν (Ρρ/αι.ρ/[α....,Ρ/ αι) τότε 
β[αι-.,..ἂχ (5) 
Θα δείξουµε ότι Αν (Ρ/αι,ρ[α.....,Ρ]αι.δ | αιιι) τότε 
Ῥ{αι-ᾱ,. ἀνταῃ (6) 
Από (5) έχοµε ῥ /αια....αι και από υπόθεση της (6) έχοµε Ρ/αμι. 
Τότε απὀ την ισχύ της πρότασης για νΞ2, έχοµε ότι ϱ/{(αια,...αι)αμιι 


δηλαδή } αια....αμαμιι, ποὺ είναι η αποδεικτέα. 


Αν Φ2ν, είναι προφανές ότι ο Ρ δεν διαιρεί τον ν και οποιονδήποτε 
µικρότερό του . Δηλαδή 
ΡΙΡΙ ΗΡΙ ΗΡΑ Ρ9ὴ 


Επίσης 
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(ρήνΙ  ν)ιιιρ | ορ {(νρ”. 


Φ επαναλήψεις 


ν) Αν ρ]αι.ρ]α,..ρ]αι, και αιμ. τότε αν θέσουµε 
Ριαι.βι02..0]6ι Ρα, μ 


Μαι-α, αι... ἜαμἜαμι 
Μ τπιρ πυρ ΓπιρτΤ... Ἔπιρταιι 
Μ Ξ ρίπι -π. ...Ἔπι)ταιμ- (0) 
Εάν τώρα υποθέσουµε ότι Ρ/ Μ . τότε Μ-- ρπ και η (7) δίνει 


ῥπ-- ρίπι πι Ἑ.. Ἔπι)]Ξαιμ 





ρίπ-πι- πο --.. πι) Ξαιιβρ/αιιι άτοπο. 


αήμμα Υ’ Ισχύουν: 


(ϱ πχ” .ε--θ, πεὸ 
(18) Έστε τών Ξπι, πεὸ (1) 
0 
Απόσειζη: 
(Ὁ πχ" ο -Ξ πι σ--- Εφαρμόζουµε τον κανόνα του ἆε᾽ Ηοςρίαἱ η φορές 
Ἔοο Γοο 6 
και έχοµε: 
Π πα (1) ι 
πο ας ος ) μπα -- πι] Πα μί --ὖ 
ορ πο(ϱ) πο προ ο 
(1) Ἡ απόδειξη θα γίνει µε επαγωγή. 


ο Για 1Ξ0 έχω 
Ἕκορ” ο ο Ξ το, --[εἹς --Ισπε κε -θτί-1-0ἱ 
0 0 0 κό 

ο Υποθέτουμε ότιη (1) ισχύειγια η Ξ Κ δηλαδή 


[α. ο -κΙ (2) 


0 


Θα δείξουμε ότι Γι η (3) 


0 


Πολλαπλασιάζουµε και τα δύο µέλη της (2) µε (4 -ΕΤ) και έχοµε: 
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η [α1ε” ο - 
Τ (κ Ὀκς” -- (κ Όι-» 
Ἡ (αν ο. --( κὐι-» 
ος π αχ (ο) (κ » 


Ύοο 
Ππικ ο θε Ε [αἲ ετὉ --(ς-Ώίξ» ) 
Γοο 0 


0--0-. {κ ο" --(ςὈ! που είναι η (3). 
0 


Άρα [α”ε Ἱξπι νπεὸ. 


Θεώρημα: Ο ο είναι υπερβατικός. 


Απόδσειζη: Ἔστω ότι ο ὁ εἶναι αλγεβρικός. Τότε θα υπάρχει πολυώνυµο µε 


ακεραίους συντελεστές του οποίου το 6 θα είναι ρίζα. Ἔστω 


αμχ" αρια.  Ἑ.. Ἔάρςθ, ἄρ.....α, ΕΡ µε α, Αθ το πολυώνυµο αυτό. 


Ορίζουµετους αριθμούς Μ.ΜΙ.....Μ;, και ει.....ε, ὣς εξής. 


χ [ία -- Ὁ.. (ας --π)} οἲ 











. . αχ 
. (ρ- 0! 
Μι ο [ χ [ία --Ώ)...(α -- π)]) ο - 
(ρ-Ό! 
έ -- αι] α΄ "ία να Ῥ...(α ὤ-- π)γε - 
5 (ρ- 0! 


Ο Ρπαριστά ένα πρώτο αριθµό τον οποίο θα επιλέξουμε στη συνέχεια. 
[(α -- Τ)...(α -- η) κ” -Ε... ΕΠ] 
[ία -- Ε...(α -- π)]η -- αὉ Ε.Ε (π!)ή. 


Ἔτσιτο Μ γίνεται: 
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Φ ΧΡ (ο Έ... Ἕσρλα 
Μ -| ( πρ 0) κ 
ἳ ρ-υ' 
ἶ (ος ο ρομεο ο 
α ρ-υ' 
1 Γν πρερ- -ᾱ Ι Ῥ ἒ-ᾱ 
[οκ ο κ --... [οκ ο κ 
(ρ-Όίο (01ο 


Πρ 0ο : - 
[μπι 


μεν 
α-ο(ρ-- 0! 0 


όπου οι «, είναι ακέραιοι και ο, Ξ “(1)”. 


Αλλά από Λήμμα (11) 
[κλο ἄχ ας 
0 
Άρα 
η τν / 
πο αμ μῶ (1) 
αξθ (2 οτε Ρ! 


κα ο ον ο ζω ος 
νο ος 


Αν μάλιστα θεωρήσουμε ῥ2. τότε ο (1)” δεν διαιρείται µε το Π, (Δήμμα 


Για α- 0 παίρνουµετον όρο ορ 


ΤΝ νι) ενώ για κάθε α 2 0 έχουμε τους όρους: 


. (Ρ--Ι--α)ὶ 
ομουὶ 


που διαιρούνται όλοι µετο ῥ. 


Ξο(ρτα-]ίργα--)..Ρ 


Άρα ο ΛΜ, είναι ένας ακέραιος που γράφεται ὡς άθροισμα προσθετέων 
διαιρετών µετο Φ. πλην ενός που δεν διαιρείται µετο ῥ. 
Άρα (Λήμμα ΙΝ, (ν1)) ούτε ο Μ διαιρείται µετο ῥ. 

Θα εξετάσουμε τώρα τον Μ,. Έχουμε: 

ἆ» [ία --Ὁ... (8 -- η) ο 

(ρ --Ό] 
κ [ία --Ό.. (απο 
ρ-υ' 


αχ 





Μι, ο] 
ζ 





. αχ. 
κ 


26 





Θέτουμε ἡΞαχ--{-αᾶμ ξ αχ 
για ΧΞΚΞΙΞΟΘΟ 
για χ--» ορ ---οο, 


Άρα τα όρια ολοκλήρωσης αλλάζουν σε 0 και οο επομένως 





Φ(µ- κ)Σ [ωκ-τΏ.ιμ..(α κ -- πε" 
.. -0ι 
Επειδή ο παράγοντας µ µέσα στην αγκύλη βρίσκεται στην Κ-θέση και η }- 
δύναμη αυτής περιέχει τον παράγοντα μ” ολόκληρη η παράσταση 
(-ς ΚΤΠ ς Κ.-- Τις .. (ας. -- π)]” 
είναι ένα πολυώνυµο µε ακέραιους συντελεστές, του οποίου κάθε όρος έχει 
βαθµό τουλάχιστον ῥ. 
ο ο ο ο ο ο ο αἱ 
όπου Β/ΞΙ 
ο ας ὐ.---- 
(η -- κ) [(μ- Κ-- Ὀιμ.. (ας κ -- π)]’ -- 
ο ο αμ ο κα 


(1-1) ρ--ἶ ρε Ρ 
γι ο 











άρα 
Ἱ-- [ ας. Έ..ΕΏι ΕΏμι λε" 
οδ ρ--Ώ1 
ο (1-1) ρ--ἶ 
ο (2-01 ἳ -- αἱ 
: τι ον το --. Ρι] μα αι 

σ-υι (ϱ-Ρ! 
η 1 ορ Λήμμα 4) η --1 ! 

- ο παν ο [ορ αι ο - | (ρ . 
πιω οι ο ερ] 


όπου οι {, είναι ακέραιοι. 
Κάθε όρος του παραπάνω αθροίσματος διαιρείται µε το ῥ έτσι κάθε Μ, είναι 


ένας ακέραιος που διαιρείται µε Ρ. 
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Επειδή το ευποθέσαµε ότιτο ε είναι ρίζα του πολυωνύμου 
α͵χ’ Ἔᾱ,ιχ Έ.. Ἔᾱρςο, τότε α,ε’ --ᾱ, ιο” .. Ἔαρςοθ, αι 0. 
Αντικαθιστώντας σ᾽ αυτό τις σχέσεις 


Μ 
κο εκ, ας -12....Ἡ 


έχουμε 


Μ, τει, 2 
αι λ αμ ι 


Μι τε 
σας πο Ε, Ἔαρξθς 


α,(, Κε) ται Κε) Έτ... αρ Ξθ05 

(αι, ...ΕαμΜ -Γ αρλ{) Ε(αιει -Γ... Γαμει)Ξ 0 (ὔ) 
Χωρίς να βλάπτεται η γενικότητα υποθέτουμε ότι ρ2]αρ/ὸΡ]αμ. 
Άρα ο Μκαιο αρ δεν διαιρούνται µε ῥ κατά συνέπεια (Λήμμα ΤΝ (ν)) καιο 
αρ δεν διαιρείται µε ρ. 
Αφού κάθε ΛΜ, διαιρείται µε Φ, τότε ο αριθµός αμ, Γ...Ἔα,Μ,, διαιρείται µε 
Ρ και από Λήμμα ΙΝΥ(νΠ1) ο αριθµός αμΜ -ΓαιΜι -Ε...ΓαΜ, δεν διαιρείται µε 
Ρ. 
Ειδικότερα η επιλογή του ΛΜ µπορεί να γίνει κατά τέτοιο τρόπο ὡῴστε 
αναγκαστικά να είναι µη-αρνητικός ακέραιος. 
Για να οδηγηθούµε σε αντίφαση και να δείξουμε ότι ο 6 είναι ὑπερβατικός 
αρκεί να δείξουµε ότιο 

[αιει Ε... Ἔαμει|-0 (1) 

επιλέγοντας αρκετά µεγάλο Ρ. 
Για να δείξουµε την (1) αρκεί να δείξουμε ότι|ει|-»0 ΝΚΞ ],2....Π. 
Ἐπειδή π σταθερός αριθµός (βαθµός της πολυωνυµικής εξίσωσης), αν 
.Γ«άςᾖῃ τότε από 


{ οΜικτει 


σει-εΜ-Μ, 
Μ 


έ 


ει Μ- Μι] ΣΙΕ ΜΜ ΣΙΕΜΙ 
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{ ρ-ὶ - . .... 
ο ει]αοι ιά [(α-- Ε..(α --α)) |ε -- 
0 (ρ- ὓ! 
Ἅ ρ-ἰ ή -- Ρ -λ 
ρτ] Πα --Ό.. (η) ]ε - 
0 (Ρ-- υἱ 
διότιαπό θς κ η «πμ. 
Αν 4 Ξξπιαχ](α-- Ε....,(α--π)| για χε[θ,Π]. τότε 
Ἱ η ή Όρ-χ πρ] 48 η 
[ει εδ] -- ος θεά ο [οᾱ (2) 
ο (Ρ- ὓἱ (ϱ-Ό! ο 
και επειδή το ολοκλήρωμα [ ο ᾱχ 
0 
για -χξωςξ-ακξαωξακξ-αω 
για χξθ 0 
χξΞησῶξ-π 
δίνει ότι 
ο τω 9 ω ωἼ0 0 --Ἡ οἱ 
[εκ -[εάω-- [ εἴάω-[ε], πε -ε"τ---«ἰ. (3) 
0 0 --Ἡ έ 
Έτσιη (2) λόγω (3) γίνεται: 
π ρ-ὶ 4Ρ πο 4β ις Ρ 
Ἱ.-ᾱ 4 «ἐπ 4 ο ο 14) 
(ΕΙ 5) Ὄ2-υ' 
(14)” 





και επειδή το Π: 4 είναι σταθερά, τότε ο αριθµός µπορεί να γίνει 


(οι 
μικρότερος απὀ οποιονδήποτε «206. αν πάρουμε το ῥ αρκετά µεγάλο (Λήμμα 
Η). Δηλαδή ]ει|«ε νε»Σ0.Έτσι ει, -»0 καιισχύειη (1). 

Κατά συνέπεια, απὀ (Ἠ) δεν µπορεί το άθροισµα δύο µη αρνητικών αριθμών να 


είναι μηδέν! 
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Η ΥΠΕΡΡΒΑΤΙΚΟΤΗΊΑ ΤΟΥ π 


Ἱστορία και σκιαγράφήση της απὀδειζης: Η απὀδειξη π που θα παρουσιασθεί, 
αφείλεται στον ΓΙΠπάεπιαπη και πραγματοποιήθηκε το 1852. Εκείνη η χρονιά θα 
μπορούσε να χαρακτηρισθεί ως το τέλος µιας υπερπροσπάθειας που είχε 
αρχίσει απ᾿τους Αρχαίους Έλληνες και αναφέρετο στον τετραγὠνισµμό του 
κύκλου µε κανόνα και διαβήτη. Είναι γνωστό, ότι το πρόβλημα ανάγεται στην 
κατασκευή ευθύγραµµου τµήµατος μήκους νπ. Το γεγονός ότι ο π είναι 
αποδειχθεί ότι ήταν άρρητος, δεν απαγόρευε την κατασκευή του µε κανόνα και 
διαβήτη, αφού και οι αριθμοί 42, 2 ῥὸ κτλ. είναι άρρητοι µεν, αλλά 
κατασκευάσιµοι ευκόλως µε την βοήθεια και του Πυθαγορείου Θεωρήματος. 
Ἡ απόδειξη της υὑπερβατικότητας του π έθεσε τέρμα στις προσπάθειες 
τετραγωνισμού του κύκλου µε κανόνα και διαβήτη, αφού µόνο αλγεβρικοί 
αριθμοί είναι κατασκευάσιµοι. 

Ἡ απόδειξη της υπερβατικότητας του π, έχει αξιοσηµείῶτες ομοιότητες 
µε την απόδειξη της υπερβατικότητας του 6ἱ 

Βεβαίως το προηγούμενο δεν είναι και τόσο παράξενο, αν σκεφθεί 
κάποιος ότι οι αριθμοί 6 και π δεν είναι τελείως άσχετοι, αλλά συνδέονται µε 
µια εξαιρετικά απλή, όσο και όμορφη σχέση, γνωστότερη ὡς σχέση του Ει]ατ 
δηλ. ε” ----Ι. 

Την σχέση αυτή θα αποδείξουμε πριν την κύρια απόδειξη, αφού θα µας 
χρειασθεί ὡς λήμμα. 

Επίσης θα µας χρειασθεί και η πρόταση ότι "το γινόμενο δύο αλγεβρικών 
αριθμών είναι αλγεβρικός”. 

Ἡ απόδειξη της παραπάνω βοηθητικής πρότασης, είναι αρκετά 
εκτεταμένη, αοφύ προὐποθέτει θεωρία των αλγεβρικών επεκτάσεων σωμάτων. 
Παρόλα ταύτα, δεν θα αφεθεί αναπόδεικτη. Όμως, η παρακολούθηση τῆς 
απόδειξης, προὐποθέτει κάποιες στοιχειώδεις γνώσεις και ορισμούς, οι οποίες 
προὺποτίθενται. Αυτές είναι: Ορισμοί δακτυλίου, σώματος και υποσώµατος. 


Ορισμοί διανυσματικού χώρου, υποχώρου, γραμμικώς ανεζάρτητα διανύσματα 
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και }ραμμικώς εζήρτημένα. Βάση και διάσταση ὁιανυσματικού χώρου. Ακόμη 
για την απόδειξη της υπερβατικότητας του π θα χρειασθούν και κάποιες 
ιδιότητες των συμμετρικών πολυωνύμων όπως και των στοιχειωδών 
συμμετρικών πολυωνύμων τις οποίες θα αποδείξουμε. 
Τέλος θα χρειασθούµε µια βοηθητική συνάρτηση την 
. 
(-0ἱ 


της οποίας µας ενδιαφέρουν οἱ παράγωγοι διαφόρου τάξεως (έως και ῥ 


(κ) Ξ Γαλ τ(ομχ Ε...Ἔσι), 





συγκεκριµένα). 


Η διαδικασία αρχίζει µε την απόδειξη του παρακάτω: 
ήμμα ΥΊ: Ισχύει η ισότητα ο” ----ἶἰ (Εαίετ) 


Απόδειζη: Από σειρές Τ8γΙοτγια 2Ζες έχουμε: 


3 5 


. Ζ Ζ 
«Ἱηπζ-2ζ---- Ἔ----- 
αμ... 
2 4 
Ζ Ζ 
οοδζξ]-------- 
2) 4 
Ζ σ 
ο' Ξ1---------- 
η 3 


Θέτουμε όπου Ζτο ἶζ: 
. . 2 . 932 . νά . 5 
ο. εφ ρα ο Έ., 
{Ἡ 2 31 4] ολ 
2 3 4 


µ Ζ 1 
Ξ- 1 -- ἰζ Ἔ στ Ἐν 
2 δι ᾱ 5 


ν 4 3 5 

Ζ Ζ ͵ Ζ Ζ 
σ[ι-λρε οσο μήλ-ρες-. 

2!) 4 31 5 


Ξ-οοςΖ-ΓἰδίηζΞ» ἰζ 








Ζ-π 


ο” -συνζ-γημτ- 6” -- συνπ--ἵημπ 
-- οσα -- η] 


ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΟΘΟΕΟΩΡΙΑΣ ΑΛΓΕΒΡΙΚΟΝ ΕΠΕΚΤΑΣΕΩΝ 
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Ορισµός 1: Ἔστω Ε σώµα. Τότε ορίζουμε ὡς δακτύλιο των πολυωνύμων τής 
μεταβλητής κα: 

Ε[α]ξ{ίαιχ’ -...Γαιχ αρα ΕΣ, ΙΞ012....ν και νΞ01412....} 
Αν α, 30 τότε ορίζεται ὡς βαθµός του /{(α)ξαμαχ” Ε...Ἔαι ο αριθµός ν και 
γράφοµε βαθµ {(α)5Ξν ἠ ἆερ [(α)5Ξν. Ας σημειωθεί ότι το Ε]α] δεν είναι 


σώμα, διότιπ.χ. χε Γκ] ενώ α΄. εΕ][α]. 


Σηµείώὠση: Για τις ανάγκες της απὀδειξής µας για το π, αρκεί Κάθε φορά να 
έχοµε στο μυαλό µας ότι το σώµα } είναι το σύνολο τῶν ρητών ὅὃ . Παρόλα 
αυτά, θα δώσουμε στην συνέχεια γενικότερο ορισμό για το αλγεβρικό στοιχείο 
επί σώματος, όπως και της έννοιας βαθμού αλγεβρικού στοιχείου. 

Οι γενικότεροι ορισμοί γενικεύουν και το θέµα, ενώ η θεώρηση του θέματος 
των πολυωνύμων µε ακεραίους ή ρητούς συντελεστές µπορεί να 
αντιμετωπισθεί ισοδύναμα, ὁιότι κάθε πολυώνυμο |ε ρητούς συντελεστές, 
µπορεί µε πολλαπλασιασμό µε το ΕΚΠΙ των παρονομαστών να μετατραπεί σε 
πολυώνυµο ακεραίων συντελεστών ιδίου ῥαθμού, µε ἰδιες ρίζες και να 


εξακολουθεί να είναι ανάγῶγο, αν αρχικά ήταν ανάγωγο. 


Ορισµός 2: (γενίκευση) Έστω Ε' υπόσωµα του Εἔ και αςεξ. αν υπάρχει 
πολυώνυµο {Γ(α)εμρ]α], Γ(α)-:0 (: μηδενικού πολυωνύμου) µε /(4)Ξ0. 
τότε λέμε ότι το α είναι αλγεβρικό επί του Ε. Αν δεν υπάρχει τέτοιο 


πολυώνυµο, λέμε ότιτο α είναι υπερβατικό επίτου Ε. 


Παραδεῦματα: 

ο Για Γ-δὅ. Ε-δ. α- 2 και [(α)-- κ --2εδ[χ] και [[αχ]-ε μηδενικού 
πολ/σμού, έχω το συμπέρασμα ότι το γ2 είναι αλγεβρικό επίτου ὃ. 

ο Επίσης για Γ-ὂ., Ε-ς. αξϊ και [(α)-κ” ΕΙ1εδ[α] και {(1) 
μηδενικού πολ/σμού, έχω το συμπέρασμα ότι {: γ--Ι) είναι αλγεβρικός επί 


του ὃ. 
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Ορισµός 3: (γενίκευση) Αν /[(αθε μα], ἆερ [(α) 21. τότε το {(4) θα 
λέγεται ανάγωγο επί του Ε αν για κάθε ανάλυση του {(α) της µορφής 
Τα)Ξξ α): (8) µε ια) {ο(α) εκ] να έπεται ότι {() σταθερό 


πολυώνυµο ή {»(α) σταθερό πολυώνυµμο. 


Παραδεῦματα: 

ο Τα κ΄ ΕΙ. κΕΙ, κ΄ 2 είναι ανάγωγα επίτου ὅ. 

9 Τα α΄ ΕΙ, αΕΙ είναι ανάγῶγα επί του ὂ, όµως το α΄ «2 δεν είναι 
ανάγωγο επίτου ὅ . διότι αἱ «2Ξ-(κς)2)(κ) 32-24) 

ο Το χ-Ι είναι ανάγῶγο επίτου ς., όὁμωςτο αχ΄ ΕΙ δεν είναι ανάγωγο επίτου 
ς, διότι κ΄ «εἰ -- (ας ὓ(α --ἢ και βεβαίως ούτετο κ΄ 4-2 είναι ανάγῶγο επί 


τους. 


Ορισµός 4: (γενίκευση) Αν το α είναι ρίζα ενός αναγώγου πολυωνύμου 
Ἰα)εμΕ]α] µε ἆερ/(α)Ξν, τότε το ν λέγεται ῥαθμός του αλγεβρικού 


στοιχείου α. 


Παράδει)µα: 
ο Το { είναι ρίζα των πολυωνύμων α΄ ΕΙ και χ΄ --Ιεδ[αχ] ο βαθμός όµως του 
ἰ είναι 2, διότι το α΄ Εἱ είνα ανάγῶγο επί του ὅὃ.,. ενώ το 


αἲ --Γ-- (κ) --Ὀ(α” ΓΙ) δεν είναι ανάγῶγο επίτου ὅ. 


Ορισµός 5: Αν έχω έναν διανυσματικό χώρο 7’ επί ενός σώματος ΑΕ τότε το 
πλήθος των στοιχείων µιας βάσης του }’ λέγεται διάσταση του Υ, και 


συμβολίζεται µε πι, ἠ [Υ.Κ]. 


Παράδει)µα: 
ο ) --(αιχ Εαιταρ/α, ελ. Τότε Υς είναι διανυσµατικός χώρος και έχει 
ως βάση το {Ί,χ,κ΄ὶ. Άρα [ν:ὅ]-3. 


Πρόταση ᾖ: Αν ΡΕ υπόσωµα του ἔ, τότε το Ε είναι διαν. χώρος επίτου Ε. 
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Ορισµός 6: Αν το Ε είναι υπόσωµα του Ε, τότε λέμε ότι το Ε είναι επέκταση 


του {και γράφουμε συμβολικά Ε/Ε. 


Παραδείῦματα: 


ο Το ὃ είναι επέκταση του ὃ. 


ο Το ς είναι επέκτασητου ὂ. 


Ορισµός 7: Μια επέκταση Ε/Ε λέγεται αλγεβρική αν όλα τα στοιχεία του ἔ 


είναι αλγεβρικά επίτου Ε. 


Ορισµός ὃ: Αν Ε/Ρ και [Ε:Ε]Ξνερ'., τότε η επέκταση Ε/ῆ λέγεται 


πεπερασμένη. 


Ορισµός 9: Έστω Ε/Ε και αςεξ. Με Ε(ία) συμβολίζουμε την τοµή όλων 
των ὑποσωμάτων του Ε που περιέχουν το Γ'καιτο α. Δηλαδή το Γ΄ (α) είναι το 


ελάχιστο υποσώµα που περιέχει τα στοιχεία του Γ'καιτο α. 
Αποδεικνύεται ότι: 

Τα) 
δα) 


Γενικότερα αν ὁσᾖβ µε Β(5) συμβολίζουμε την τοµή όλων των 





Γ(α) " ῶεω εβΊα],ε(α) 20 


υποσωµάτων του ἔ, που περιέχουν το /’καιτο ὁ. 


Ορισµός Ι0: Ἔνα πολυώνυµο λέγεται µονικός, όταν ο συντελεστής του 


μεγιστοβαθµίου όρου του, είναι η µονάδα. 


Ορισµός 11: Το πολυώνυµο πι(χ) το οποίο είναι µονικό, µη μηδενικό και το 


ελαχίστου βαθμού που μηδενίζεται απ᾿το α καλείται ελάχιστο πολυώνυμο του α 


επίτου Ε. 


Αποδεικνύεται, ότι το ελάχιστο πολυώνυμο, είναι µονοσήµαντα ορισμένο. 
Επίσης εξορισμού Γ]α]-{/{(α)/ {(α) εΊα]}. 
Πρόταση 2: Αν {(α) το ελάχιστο πολυώνυµο του α επί του Ε τότετο {(α) 


ανάγωγο. 
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Απόδσειζη: Αν Γ(α)Ξ σ(α): (4) µε σ(αχθ,/(4) ε Ε]α] 41) 
τότε /Γ(α)Ξ0 και σ(α):(α)Ξ0 απ᾿όπου έχοµε σ(α)Ξ0 ἠ /(α)Ξ0. 

Εάν τώρα κανένα απ᾿τα σ(α). ἠ(α) δεν σταθερό πολυώνυµο, τότε απ᾿την (1) 
έχοµε ἆερσ(α) «ἆεςρ {(α1) και ἆεσᾖ(αχθ « Γ(4) πράγμα άτοπο, διότι το {(α) 
είναι το πολυώνυµο ελαχίστου βαθμού µε ρίζατο α. 

Άρα ένα από τα δύο σ(α) και (αχ) πρέπει να είναι το σταθερό και έτσι το 


Ί(α) είναι ανάγωγο. 


Πρόταση 3: Αν το {(α) είναι ανάγῶγο επίτου ΕΠ μερίζα ας Γ, τότετο {(α) 


είναι το ελάχιστο πολυώνυμο του α επίτου Ε, 


Απόδσειζη: Αν το {(α) δεν ήταν το ελάχιστο πολυώνυµο του α επίτου Ε, τότε 
θα υπήρχε ένα άλλο σ(α) εξΤα] µε ἀερσ(α) «ερ {(α) και σ(α)Ξ0. 
Ἐτσι,λόγω της προτάσεως 2. το σ(α) θα ήταν ανάγωγο επίτου Ε'. 

Αυτό όµως είναι άτοπο διότι το ανάγῶωγο πολυώνυµο µε ρίζα το α είναι 


µονοσήµαντα ορισμένο. 


Πρόταση 4: Ἔστω Ε/ΕΒ., αεξ και α αλγεβριό επί του Ε. Τότε ο 
διανυσµατικός χώρος Γ(ία) επίἰ του ΑΒ, έχει ως βάση το σύνολο 


2 --ἲ Γ / ώς / / / 
{1 α. αι... α. }. όπου ν είναι ο βαθμός του αλγεβρικού στοιχείου α, επίτου 


Απόδσειζη: Αν θεωρήσω το πι(α) Ως ελάχιστο πολυώνυµο του α επίτου Ε τότε 


π--ἰ 


ἀεσ/π(α)Ξ Υ. Επίσης τα διανύσματα Ἱ.α....α.. είναι γραμμικώς ανεξάρτητα 
επίτου {. 

Πράγµατί αν ὁμΈδι-α.. Ἔθμια 50 µε δεΕ, ἵ-]2.ιν- 1 τότε 
υποχρεωτικά (δε, δι ὃν) Ξ (0.0.0....0) διότι διαφορετικά, το 
ο(α)-- δι Εδιχ-Ε...Ἔδ μα”. θα ήταν ένα µή μηδενικό πολυώνυµο, βαθμού 
μικρότερου του ν που θα είχε ρίζα το α, πράγµα άτοπο αφού ο βαθµός του α 
είναι ν. 


Αν τώρα σ(α)εμΊα] µε ἀεσσ(αᾳ)ὸν-]. τότε 3ο(α).τ(α) εμΊ]α]: σία)Ξ 
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α(α) πια) Ετ(α) µε τ(α)Ξ0 ή ἀεστί(α)«ν-]. 
Έτσι όµως επειδή Ε]α]-- Ε(α) έχω τα {1.α......α”.} να παράγουν και τον χώρο 


Μία). άρα η πρόταση απεδείχθη. 
Πρόταση ὁ: Μια πεπερασμένη επέκταση είναι αλγεβρική επέκταση. 


Απόδειξη: Έστω [Κ:Γ]-π. Έστω α-θ, αξΚ και οι δυνάµεις α -ἰ. 
α,α”.....α”. Τα Π-Εἶ αυτά στοιχεία είναι γραμμικά ανεξάρτητα επί του Ε' γιατί 
[Κ:/]-π. Άρα υπάρχουν 6ρ.6.62.....6, ΕΙ με (ορ... οι) 1 (0,0....0) 
ώστε: 
ο, Ἔσι-α--ο, -α) Ε.. Ἔδμι-α”  νσ,-α” Ξ0 (10) 

Ισχύει: ᾖ{Γ(α)-οαιΈσοα Κουκ” Ε...Έομια” Εσμα" εξ[α] και είναι µη 
μηδενικό. Επίσης λόγω της (1) ισχύει /(α)-0. Άρα το α είναι αλγεβρικό επί 
του Ε' και επειδή το α είναι τυχαίο στοιχείο του Κ-Ξ» κάθε στοιχείο του Κ 


είναι αλγεβρικό επίτου Ε Άρα η επέκταση Κ/ β' είναι αλγεβρική. 


Πρόταση 6: Ἔστω Ε Ε, Κτρία σώµαταµε Εςσεςκ.ΑνοιΕ/Η και Κ/Ε 
είναι πεπερασμµένες επεκτάσεις, τότε καιη Κ/β' είναι πεπερασμένη επέκταση 


και[Κ:ΡΊΊΞΙΚ:Ε]ΓΕ ΙΕ] 


Απόδειζη: Ἐστω Αξίαιια.....ιᾶι} µια βάση του Κ επί του ἔ και 
ΒΞ{βι,β2.....ῤ} µια βάση του ἔ επί του {. Θα αποδείξουμε ότι το σύνολο 
Μ Ξ1αιβ/ΓΞ- 1.2... η, | Ξ 1.2)... 1} είναι µια βάση του Κεπίτου Ε. 


Έστω χεΚ-»κσιαι Γσλα. Έ...Ἔσμαι,οι ΕΕ αφού το σύνολο 4 είναι 


µια βάση του Κεπίτου Ε. 
Επίσης για κάθε 6; έχουµε ο, Ξάμβι τάμβ) ...Ἔ ἄνμβι ἄν ΕΕ, αφού 
το σύνολο β είναι µια βάση του Ε επίτου Ε. 
Άρα: 
αΞ 2 οιαΞ 2. [δα ο] Σ ἄγβιαι- 


151. 1Ξὶ 
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Άρα το Μ παράγει το Κ επί του Ε'. Αρκεί να δείξουµε ότι τα στοιχεία του Μ 
είναι γραμμικά ανεξάρτητα. 


Θεωρούμε ότι; 


» ἀμαβι 0» ὃς Σαιβ ία -0. 


ἐν)” {πι 


1 
Επειδή το »,ά/β,ΕΒ και το σύνολο 4 είναι βάση του Κ επί του Ε. 
1Ξι 


Παίρνουμε: δᾳ η 


Αλλά ἆ, ΕΕ καιτο σύνολο β είναι βάση του Ε επί του Ε'. 
Άρα: αι ΟΙ πο ΠΕ. 
Ἐπομένως το Μ είναι µια βάση του Κεπίτου ΕΜ. Επειδή |Μ -η:.πι ισχύει: 


ΙΚ:.ΕΊΞΙΚ: ΕΕ: ΕΙ. 


Ίήμμα ΥΠ: Αν α και β αλγεβρικοί αριθμοί επί του σώματος 8. τότε και το 


γινόµενό τους είναι αλγεβρικός αριθµός επίτου σώματος 6. 


Απόδειζη: Θεωρούμε την επέκταση θ{α. ). Έστω ότι ο α είναι αλγεβρικός η 
βαθμού και ο ῥι βαθμού. Τότε ισχύουν: 
[θ6(α./): Ε(α)]--πι και [θ((α):6]--π. 

Αποζείξαµμε (Πρόταση ϐ) ότι: 

[6(α./) 16] --[6{α. /): Ε(α)] [ΗΕ (α): Ε]-- πι: η 
και επειδή ΠΙ:Μ πεπερασµένος αριθµός έπεται ότι η επέκταση Ε{(α.β)/Ρ 
είναι αλγεβρική. 
Επειδή το Θ(α,.β) είναι σώμα, τότε θα είναι κλειστό ως προς την τάξη του 
πολλαπλασιασμού. Άρα επειδή α,β εθ(α.β)-»α:βεθία.β). 


Ἐπομένως ο αριθµός α-. ῥ είναι αλγεβρικός. 


Ορισµός 12: Ένα πολυώνυµο {Γ{αι.Χ.....,ἂ) μεταβλητές λέγεται συμμετρικό 
στις Χι.Χ2.....Χ, αν παραμένει το ίδιο όταν εφαρμόσουμε µια μετάθεση στις 


μεταβλητές. Τα στοιχειώδη συμμετρικά πολυώνυµα είναι τα: 
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ὤ2Ξ 2 λα! 
Γκ / 


αν ξ δ, αιλιαι 


ἰκ]«ς 


τε ο 
δηλαδή το αι είναι το άθροισμα όλων τὼν γινοµένων από Κ διαφορετικά 
μεταξύ τους από τα «Χι,Χ2....,Χ,. Αποδεικνύεται ότι κάθε συμμετρικό 
πολυώνυμο είναι πολυώνυµο των στοιχειωδών συμμετρικών πολυωνύμων 
δηλαδή Για ας θ(αινᾱς αι) για κάποιο πολυώνυµο 


φίαι, 2... Χι) Θ δια ροας] , 


(Βλέπε παρακάτω λήμμα ΥΠ(11)). 


Γενικά: 


Αν {(α) είναι ένα πολυώνυµο η βαθμού µε διακριτές ρίζες βι.β2.....β) τότε: 
/(α)Ξαία--ριία--ρι).«(α--ρ,) 
Ξα[κ” --(ρι ρ. Ε...Ἔρι)α”  Εριρο Ἔρβιρι .. Ἕβιι βι)α 
Έτ ριρο-..ρι] 
Ξα[χ" --αιλ «μα ο --Ε(-θ τανκ” ει ε(-θ)7,] 


όπου αιξ Σ Θβιβη--Ρ Είναι το ἀ-οστ στοιχειώδες συμμετρικό 
η ἶος...«Ι 


πολυώνυµο στα ῥβι.β2.....β). 
Ἐπομένως κάθε συμμετρικό πολυώνυµο των ριζών του {(4) εκφράζεται ὡς 


πολυώνυµο τῶν συντελεστών του πολυωνύμου {(α). 


Ορισµός 12: Έστω πολυώνυµο {(αι,χ».... χι) επίτου σώματος {. 


΄ Λιλ λ , ῃ { { μ 
Εστω αχ κ)... κ, ῥΧί.χ22.. η". δύο μονώνυμα. Υπάρχει ελάχιστος ακέραιος 


απ 
Π 


᾿ τέτ ώστε λ, τε λέμε ότι το Οχι 1αχ22...Χ ί ύτ πτ 
έτοιος ώστε Λ,Ἔμ,. Λέμε ότι το βία" αλ” είναι µεγαλύτερο απ᾿το 


λ 


λ.λ ΄ / { , 
αλ Χ} κ αν Λ/ὸμι. Έτσι ορίζεται µια διάταξη στο σύνολο των 
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μονωνύμων. Ο μεγαλύτερο όρος (μονώνυμο) του {Γ(αι,α»,...,ᾶι) λέγεται κύριο 


όρος του πολυωνύµου. 


4ήμμα ΥΠ: Έστω ότιτο πολυώνυµο {{αι,χ»....,Χι) είναι συμμετρικό και ότι 
έχει κύριο όρο τον αχ. ασ’... η". Τότε: 
ὃ ο σης ση, 


(1) Το πολυώνυµο α- αι ας μα)” όπου ἄι,8....8, είναι τα 


π 


στοιχειώδη συμμετρικά πολυώνυµα τῶν Χι,Χ2.....Χι. έχει τον ίδιο κύριο 
όρομετο Γ{ὰ1,12.... χι). 
(11) Το {Γ(αι,α2....Χ)) µπορεί να γραφεί µε την µορφή σ(8ι.,82,....Δ) για 


Κάποιο πολυώνυµο σ(αι,χ2...., χι) ΕΤ, χο... αι]. 


Απόσειζη: 
(ϐ Το συμμετρικό πολυώνυµο {Γ(αι, χο... χι) μαζί µε τον Κύριο όρο του 


/ 


{. πω. {; ζ “ 
αι ο ο αν ο. πρέπει να έχει και τον όρο: 


11 π 
αχ Χ22. κ μχ.. Απ᾽τον ορισμό του Κύριου όρου παίρνουµε ότι 
σκι. 
Άρα: κ ο πώς 
(1) Θέτουμε: σ,͵ξκ,-ἆμι, ἵξ ]12....Π--] και σ,Ξκ,. Τότε ισχύει: σ,20., 


ση 


ΓΞ 1.2... Π. Ένας όρος του α.α[182..Δ;. θα είναι της µορφής 


μη 
Π 


αχ Χολ. Χη., που κάθε µ; είναι άθροισμα ορισμένων απ᾿τους 
σι,σ.....σμ. Ἐπειδή ο Κύριος όρος πρέπει να έχει το μεγαλύτερο δυνατό 
μι, ο εκθέτης του αι στον Κύριο όρο είναιο µιΞζσι-σ; Γσιιτ.. Ἔσιςξ 
(Κι) κι)... (νι --ι) εκ ξκι. 

Όμοια για το µέρος α΄ «χά...χ". του κύριου όρου κάνουμε τον ίδιο 


συλλογισμό και βρίσκουμε ότι ο εκθέτης είναι ο σ» σι Ἑ..Ἔσ,ςά, 


κ.λπ. 
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Άρα ο κύριος όρος του α- αι 24423,.44. είναι ο ίδιος µε τον Κύριο όρο 
του αι μις ας 
(11) Θεωρούμε το πολυώνυµο 
(αμ. Χο. αι} (αι. Χο... χι) --ᾱ- 8 9. 8 
Το Π(αι, Χο... ἂ) είναι συμμετρικό πολυώνυµο και έχει κύριο όρο 


Γ / Ἔ. Γ -α λ λ λ 
μικρότερο απὀ τον κύριο όρο του Γ(αι,Χ.....,Χι). Ἑστω ὂ: κ χ2.. κ ο 
Κύριος όροςτου {(ὰ.,Χ2....ἂι). 


Θεωρούμε το πολυώνυµο: 


προς ἳ 
ο ο ο ος ανν 


το οποίο έχει κύριο όρο μικρότερο του κύριου όρου του {4 Χ2....νᾶι). 
Συνεχίζουμε µε τον ίδιο τρόπο και επειδή υπάρχουν πεπερασμένα το 
πλήθος πολυώνυµα μικρότερα από τα χῇ κὰλ...χ7" η παραπάνω διαδικασία 
θα τελειώσει µέτά απὀ πεπερασμένο το πλήθος βήματα έστω πι και το 


αι, αλ»... χι) θα είναι ένα σταθερό πολυώνυµο «ε6Α'. 


κ 


Γ λ 
Άρα /{αι,12.... χι) Ξα:θ] 


--ᾱ Κ, 1 --λ λ { 
πα αι. 8 Ἔ., Ἔσ και εάν 


κ 


λ-λ 
Βάιλ)... χι) ξα.θ8ι ον. 


Ίο οκ ι λ 
ο ο ο ο ο ο δι 


τότε (χι Εν δν). 


ήμμα ΙΧ: Για την συνάρτηση 


5 


ο : 
Ε(α) ξ-------κἲ .(ομκἳ -Ε... Έσ,λὲ 
ὥσωπα” α )) 
λαμβάνω τις παρακάτω µορφές για τις παραγώγους των διαφόρων τάξεων. 
Ἐχουμε: 
Εκδ (οὐκ” κε. «εβ)- 
2-0! 
ο κ . 
πα ον ο 
πι. ο) 


Οπότε 
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οἳ 

















ΡΟ3- - ων ρα] 
Ε (8) - 5 π] [οὐ (Ύρερ- Ὀ(ηρερ- 2) ΡΕ... εεδ(ρ- Ὀ(ρ- 29 ] 
εῶ- 5 -ῃ [ευ (ρε ρ-Ὀηρερ-2). πρ ερ ρα Ἡ 

Ἔ,, Ἑσ(ρ- ΌὈ(ρ-2)...2ά]5 
Ε6 Ῥ(α)- ο ἐπί (ρε Ὀ(ηρε ρ--2).. (ερ ς 2) Ε...Εσ(ρ-- Όια] 
νο τ- Ὀ οπές (Ύρ ερ Ὀ(ηρρ--2).. (η Γ2)(ηρ κ” αι. εο(ρ-θ 
ΕΩ(Α) - [οὐ (ρε ρ- Ὀ(Ρ ρ--2)..(1ρ-ς2)(1Ρ - Ώήρ -- ...Ἔπίοξι 0] 





(ρ - 
Θεώρημα (1. ἱπάεπιαμπ): Ο πραγματικός αριθµός π είναι υπερβατικός. 


Απόδσειζη: Θα το αποδείξουμε µε τη µέθοδο της εις άτοπον απαγωγής. 
Έστω ότι ο π είναι αλγεβρικός, τότε και το γινόμενο ἵπ (όπου {-- /--2) είναι 
αλγεβρικός αριθµός (Λήμμα ΝΙ). Άρα ο αριθµός ἰπ είναι ρίζα ενός 
πολυωνύμου µή μηδενικού. Έστω ότι το πολυώνυµο αυτό είναι το «Φ(χ) µε 
ρητούς συντελεστές Και µε ρίζες τους αριθμούς: αι Ξίἶπ. ἄλ.αι....ᾶ,. Είναι 
γνωστό (Λήμμα ΝΤ) ότι: ο” «ΕΙ --0θ. Επομένως: 

(ο -εὐ(ε- --)...(ε" «19 Ξ0 (1) 
(Αφού 6 --ΙΞ0) 
Κάνοντας τις πράξεις στο 1ο µέλος της ισότητας (1) βρίσκουμε ένα άθροισμα 
δυνάμεων µε βάση το ἐ και εκθέτες αθροίσµατα της µορφής αι ται Ἑ... ται, 


οὗ Ἔαμι ται 1 αἱ 


Για παράδειγµα ο όρος 6 1ο” ο ο] .]...Ι -- 
Ὑπάρχει ένα πολυώνυµο που έχει ὡς ρίζες, όλα τα αθροίσµατα της µορφής: 


αι, Ἔα, Ἑ.. ται, του οποίου οἱ συντελεστές, είναι συμμετρικά πολυώνυµα 
Ί 12 Τηῃ 


4] 


των αι.αλ.....ᾶ, Και άρα πολυώνυµα των συν/τών του Φ(α)., που είναι ρητοί 
αριθμοί. 
Διαιρώντας το πολυώνυµο αυτό µετο α΄ (/ το πλήθος τῶν µη µηδενικών 
εκθετών της 1) και πολλαπλασιάζοντας µε το ΕΚΙΠ των παρονοµαστών του 
Φ(χ) βρίσκουμε ένα πολυώνυµο {(α) µε ακέραιους συντελεστές και ρίζες 
τοὺς µη μηδενικούς εκθέτες βι, β.,....β, στο ανάπτυγμα της (1). 
Ἐτσιη (1) αναπτύσσεται: 

εἰ «εἴΣ -ε,, ΕΕ” «ο γε «-.. ες Ξ0Ξ» 

οι -« οῦ2 -...-Εδ6ὐ" «Κ-Ξ-0θ όπου Κεὸ. (2) 
Στο ανάπτυγμα της (1) υπάρχειο όρος 1 -|...Ι. Επομένως κ 20. Έστω ότι: 

Τα) - αχ” Γον” Τ..Έθ ιχ τς, µε 30 


(διότι το 0 δεν είναι ρίζα του {(1)). 





5 ρ-ἰ Ῥ 
Ορίζουµε ΓΕ (4) « . ο »όπου -Ξ/(Ρ--1) µε ῥ πρώτο αριθµός. (3) 
Ρ-- ὑἱ 


Επίσης ορίζουµε: σ(α) - Ε() ΕΕ (03... ΕΕΟ (9. 
Ισχύει: ἆερ (αχ) Ξ(ρ--Ι)εηρΡΞ ρ-Ι--ηρ και 
(8) 
5 ΕΡΕ Γρ «ρε τρ Εερτ{- Ἱ-ηρερ-ί. 
Άρα ΕΙΡ" (4) Ξ0. Επίσης ϱ΄(α0-- Ε'(α) ΕΕ (0). ΕΕ (9. 


Ὑπολογίζουμε την: 
α --χ -χ πΧ. / 
πε εο)]--εεα)τεε(α) 
αχ 


--ε [ε(αῦθ-σ΄α)] 
--ε [Ε() - Ε () Ε.Ε Ρο ϱ Θ (8) 
ο) ος πμ μμ 


--ε Ε(α). 


Επομένως: 


[[ο εωΙά - -]ε"βοδάν -οε(κ)--ε ε(θ)-- |ε" Εαν 
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-ο-σ(α) --σ(θ) - ]ε εάν. 


Αν θέσουμε ΥΞΛλ:α (προσοχή! η μεταβλητή είναι το Λ) έχουµε για τα νέα 


... 
και 


όρια ολοκλήρωσης 
γα λ-ὶ 


ε"ε(α)--ε(θ) - -]ο ' Εάθά(ὰν) - 


(πολ/ζω -) 


«νε "ε(α)--ε(θ)--- αἱε-Ε(λλά «ν 
«»6-ε” σ(κ)-οε΄ σ(θ)Ξ αχ] ο ο Ε(λκ)άλ 


1 ὁ 
«» σ(αθ--ε" ϱ(θ)-- --α[ ει 2 Ε(0αλ. 
0 
Αν θέσουµε στη θέση του κα διαδοχικώς τα βι./......β,. τότε παίρνουμε: 


6(βι)--εδ(θ)---βι [ο ΑΕΛ! 


ο(β,)--εὖ. (0) - ο ο )αλ 


ϱ(β.)- ε/ ε(θ)---β. | οί. Ε(Λβ, λα. 


Προσθέτουμε κατά µέλη, χρησιμοποιώντας την ισοδύναμη σχέση της (2), ότι 


--(οὖι «οὐ»... Εε/’) - κ. Έτσι βρίσκουμε: 


ἑε(θ)γκ-κιο- -Σβ, 1ο" Εάβαλ 8 


Ισχυρισμός: Ισχύει ότι ΡΟ Ξ0.,γιαθ-«ί«ῤρ. 
15ἱ 


Πράγματι Αν παραγωγίσουµε την Ε(α) µέχρι και Ρ--ἰ φορές, θα εμφανίζεται 
πάντα ο παράγοντας {() µε Ιἕπιςρ-ι. 


Αλλά (8) -0. για κάθε Γ-- 1.2....,;. Άρα (0-0. 


Άρα ΣΕΟ(β/)-θ.για θ«ί«ρ. η 
ο. 
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Αν {Σρ η ΕΟ(9 δεν έχει παράγοντα της µορφής /Γ”(α). Άρ Κῶ(β)-ο0, 
σ{Σρ. Επίσηςτο ΕΤ (κ) έχει παράγοντα τον αριθµό ρ (βλέπε λήμμα ΝΠΓ. 
Το ίδιο ισχύειγια {2. 


Άρα για οποιοδήποτε {2 Ρ το άθροισμα: » Γ6(β |) είναι ένα συμμετρικό 
υπ] 


πολυώνυµο των β, βαθμού «ηρ- 1 δηλαδή βαθμού «5. Δηλαδή είναι ένα 
πολυώνυµο βαθμού «ο των συντελεστών οι,.. Το 6) έχει τεθεί στον ορισμό 
της {(α) για να κάνει αυτό το άθροισµα έναν ακέραιο. 
Άρα για 22: έχουµε: 
Σ Οβ) ρὰ ῶ 
απ 
για κάποιο λ, ερ. 
Άρα 
Σε(β))- ΣΕ) ΛΕΡ). ΕΕ δρ] 
15 {5 


ΣΡΙ) ΣΡ(βρν--Ἡ δρ η-Ἠ6/) 


ο 
Ξρ.λ, Έρλιτ.. Ερ.λ 


ερ 
ΞΡ(ὰρ Έλι... Ἑ λεει) Ρ.λ, λερ. 

Τώρα θα ελέγξουµετο (ο). 
(). Αν{ί«ῤρ-2τότε Ε(0)--0 
(ἳ. Αν{- ρ-Ι τότε (0) -- οἱ -εἳ 
(113). Αν {2 τότε ΓΓ(0)-- ρ:ἱ, για κατάλληλο {.εβ. Παράδειγμα για 
ἑτρθίςο-ορι. 
Τα ανωτέρω συμπεράσματα προκύπτουν απὀ το λήμμα ΙΧ. 
Επομένως: ϱ(0)--σ- τε, ΕΙ:ρ.,για/εΡ. (151, Εἶμ Ἐν Ἑηννρ 1). 
Άρα βρήκαμε ότιτο 1ο µέλος της ισότητας (3) είναι 

Ρ:λεΚ.(ο -οἳ ΕΙ) Ξ ρλεκ:ο ο «ΚΙ Ξ 
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Ξ(λ-Κῆρ--κ.ο «ο Ξ7.ρεΚ-σο ο, ΣεΡ. 
Ισχύουν: ἆ-θ, «-θ,ς.-0. Άρα αν πάρουμε το 2} πιαχ(Κ.] ο], α, |). τότε 
το πρώτο µέλος της σχέσης (33) είναι ένας ακέραιος που δεν διαιρείται απὀ το 
Ρ και επομένως είναι διάφορος από το μηδέν. 


Για το δεύτερος µέλος της σχέσης (3) έχουµε: 

















εάρριε στ σι ρρ” υαρητς μα ο μα), 
μμ ο ο, 
-ΡΙβ, 
ἱ ϐ τρ αρ 
η ος 
μα ος 
 -υ 


όπου Μ()Ξ[β, |'λιρ | /4β/). 
Και; 


1 


ΣΑ) [ε Γ4βράλς 








«ρ [ευ ο ο) υπ)  µ 

















δΙ ” 0 ί ὖ ιβ) (ο)! 
ο 1ο) ππ))” ο. 
-ι 1β)(ρ-Εἱ ο 
; [ο |’ [πι ή 1 α-οβ; 
ΣΑ, |. πα αἱ 
7ΞΙ [2 - ΕΙ ο 
ὥ αι "υπ ή κο 
σι (ρ-0! 
όπου 
ΒΞ παν [οἱ αλ. 





- 0 


[ὰ ῷ 9, 
Αλλά για ῥ---οο το τε] (ή «Β 


πο «-0ἱ 





τείνει στο 0. Άρα για ῥ--οο το 


45 


πρώτο και το δεύτερο µέλος της (3 Ἀ) είναι άνισα. Άτοπο. Άρα το π δεν είναι 
αλγεβρικός. 


Ἐπομένως το π είναι υπερβατικός αριθµός. 


